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THftORIH ANALYTIQUE 

DE LA 

PROPAGATION DE LA CHALEUR 


GHAPITRE PREMIER 


HYPOTHESES DE FOURIER. — FLUX I)E CHALEUR 


1. La thcorie de la chaleur do Fourier ost un des pre- 
miers exemples de l'application de l’analyse a la physique ; 
en partaut d’hypothGscs simples qui ne sont autre chose quo 
des faits experimentaux generalises, Fourier en a deduit une 
serie de consequences donl l'cnsemblc conslitue une thcorie 
complete et coherente. Les rGsultats qu’il a obtenus sont 
cerlcs intercosai.ts par eux-mGmes, mais ce qui Test plus 
encore est u. inetliode qu’il a employee pour y parvenir et 
qui servira loujours de modele a tous ceux qui voudront cul- 
tiver une brancho quelconquc de la physique mathematique. 

J'ajouterai que le livre do Fourier a une importance capi» 
tale dans i’liistoire des matluSmatiques ct que l’analyse pure 
lui doit peut-Gtre plus encore que l'analyse appliqueo. 

Rappelons d'abord succinctement quel est le problGme que 

PROPAGATION DE LA CIIALEUn. 1 
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HYPOTHESES DE FOURIER 


s’est propose Fourier : il a voulu etudior la propagation de 
la chaleur, mais il faut distinguer. 

La chaleur peut, en effet, se propager de trois manieres : 
par rayonnement, par conductibilit6 et par convection. 

2 . Rayonnement. — Soienl deux corps places a une 
certaine distance l’un de l’autre, tout se passe comme si lo 
plus chaud ccdait ti l'autre de la chaleur. On admet qu’un 
corps qui se trouve dans un milieu transparent ou dans 
l’ether 6met des radiations qui se component comme les 
radiations lumineuses ; plus sa temperature est elevee, plus 
il ^met de radiations. 

Supposons un corps solide c enferme dans une enceinte 
E dont il est separe par un milieu transparent; le corps el 
l'enceinte emeltront des radiations. Soit V 0 la temperature 
du corps C, V, la temperature de l’enceinte E. 

Si: 

V.= V, 

il y a dquilibre de temperature. 

Si: 

V 0 < V, 

le corps est plus froid que l'enceinte, il cmeltra moins de 
radiations, le corps va s'4chauffer et l’enceinte va se refroidir. 
Le contraire aurait lieu si l'on avait : 

v. > V, 

L’equilibre de temperature par rayonnement no peut done 
s'dtablir que par une seric de compensations dont 1’etude 
serait fort interessante, mais est etraugfcre a mon sujet. 
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3. Loi de Newton. — On admet que les ^changes de 
chaleur sont regis par la loi de Newton : 

La quantile de chaleur perdue par le corps est propor- 
tionnelle a V 0 — V, . 

Celle loi n’esl qu’approximative cl lie peul hire consi- 
ddree comnie exacte que si V 0 — V ( est petit. 

De plus, on^peut admeltre que la quantitc de chaleur 
rayonnee soil fonction seulement de lu difference des tem- 
peratures : elle doit dcpcndre aussi des temperatures absolucs 
des corps en presence. 

Par exemplc, dans lc cas oh : 


V 0 = o 


V, = 


el dans lc cas oh : 


V 0 = oOO V,'=80i 


la quantile de chaleur rayonnee ne sera pas la mhme. 

4. Conductibilith. — Coiisiderons uu corps solide. Si 
les differenls points de ce corps nc sont pas a la meme tem- 
perature, ces temperatures teudent a s’egaliser. 


A. B ,c u 

f 1 ' " " ZJ 

Flu. 1. 

Soil par exemplc une barre ABGD [fig. 1). 

Supposons que l’on chaulTc AB. Dans ce mode de propa- 
gation, AB ne peul pas coder dircctemenl de la chaleur k 
CD. La partic CD ne pourra s’echauficr qu’aprhs que la 
partie BC se sera echaulfee clle-meme. De sorte que 1'on 


FLUX 1)B CHALEUR 


peut se reprdsenter les molecules du solide comme emeltanl 
des radiations qui sont rapidement absorbees par les mole- 
cules voisines. 

5 . Convection. — Quand les diiterents points d‘un fluide 
sont & des temperatures differenles, il se produit des mou- 
vements inlerieurs qui melangent les parties inegalement 
cliaudes et egalisent rapidement les temperatures. 

Ce phenomfene porte le nom de convection. De ces trois 
modes de propagation nous cludierons seulement le second, 
c'est-a-dire la propagation par conductibilite. C’est la, en 
oflet, l'objet essentiel de la thdorie de Fourier. 

H.UX DE CHAI.EUR 

6 . Hypoth&se fondamentale de Fourier. — Soient 
deux molecules m 0 , d’un corps quelconquo, soient V 0 . V, 
leurs temperatures respcclives, et soit p leur distance. 

Fourier admet quo pendant le temps dl la molecule j» 0 
cfede a la molecule »i t une quant ite de clialeur egalo & : 

rfQ = ¥ (P) (V. — V.) rft 

9 (p) 4 tant une fonction de p, negligeable dds que p a une 
valeur sensible. 

Cette derni6re hypothese n’est que la traduction du fait 
que nous avons enonce plus haut : il n'y a pas echange direct 
de clialeur entre deux parties d’un corps eloignees l'uno de 
l’autre. 

L’hypoth^se de Fourier est restrictive, car elle suppose que 
la quantile de clialeur cedec par la molecule tn 0 a la mole- 
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cule »*, lie depend que de la difference des temperatures et 
nullement de ces temperatures elles-mdmes. 

Fourier n’aurail pas fait de restriction si, au lieu de la 
formule : 

= ? (p) (V 0 — V,) eft 

il avait admis la suivante : 

= 1 (ft V 0 ) (V 6 — V,} dl 

En effet, la quantile dechaleurcedeenc depend evidemment 
que de p, V 0 et V 4 ; elle peut done se representer par : 

«Q=?(U, V„-V,)<#. 

cc quo l'on peut dcrire : 

ou, cn developpant suivant les puissances croissantes de 
(V 0 — V,) qui est tres petit, puisque les molecules sont trds 
voisines : 

d Q = [? (ft V„ V.) 4- •>. (p, V.) (V. — V,) + ) dl 

Le premier terme <j> (p, Y 0 , V 0 ) est dvidemment nul et, en 
negligeant les puissances de V 0 — V, supurjeures & la pre« 
midre, on a : 

tfQ =*(!>, V 0 ) (Y 0 — V 4 ) <Jt 

7. Consequences de l’hypoth&se de Fourier. — En 
adinettant 1’ hypo these dc Fourier: 

— V.) €» 
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FLUX DE CHALEUR 


on voit quo, si toutes !cs temperatures sont augmentecs d’une 
mdme constante, la quantite de chalcur rcste la mcme. 

Si elles sont multiplies par une nime constante, la quan- 
tite de clialeur sera egalement multipliee par cette constante. 

8. Flux de chaleur. — Nous avons dit quo ® (p) ctait 
negligeable des quo p devient superieur a une certaine 
limite. Soit s cette limite. 

Considerons un element de surface dm trfcs petit en valour 
absolue, mais infiniment grand par rapport a t [fig. 2). 

Soient deux molecules m 0) m t si- 
tuees de part et d’autre de l'eldment 
dm ; m 0 code a m f une certaine quan- 
tite do chaleur ; considerons tous 
les couples de molecules tels quo 
(»h 0 »»,) et faisons la somme des 
quanlites de chaleur corrospon- 
dantes. Cette somme est, par definition, le flux de chaleur 
qui traverse l'clement du. 

D’aprfis ce que nous avons dit plus haul, si toutes les 
temperatures sont augmentecs d'une memo constante, le flux 
de chaleur rcste le nime ; si elles sont multiplies par un 
mfime nombre, le flux de chalcur est multiplic par ce nombre. 

9. Considerons un corps possedantun plan do symetric I*, 
et supposons que la distribution des temperatures soit egale- 
ment symelrique par rapport a ce plan P. Le flux de chaleur 
relatif a un element dm pris dans ce plan est evidemment mil. 

II en sera encore de uime si, sans dire lui-nime syinc- 
trique, le corps est tel que la distribution des temperatures 
le soit. Cela resulte de ce que les eclianges de chalcur ne se 



Fio. 2. 


FLUX DE CHALEUR 


onl qu’entre des molecules Ires voisines. On peut par con- 
sequent, sans que le flux change, supprimer les portions du 
corps qui ne sonl pas conligucs a l’eldment «/w, et reduire 
le corps & une petite sphere ayant pour centre cel element. 
Cette sphere dtant symetrique par rapport au plan P, nous 
sommes ramenes ail cas precedent. 

Considdrons mainlennnt un corps symetrique par rapport 
a un point O, ct supposons aussi la distribution des tempe- 
ratures symdtriques par rapport a ce point. Le flux de cha- 
leur sera le mdine en valeur absolue pour deux dldments c/w 
et dtii' symetriques par rapport au point O. 

11 en sera encore de mdme pour la memo raison que 
plus haul, si la distribution des temperatures soulement 
est symetrique. 

Si, enfln, la distribution des temperatures est telle que 
deux points m et m' symetriques par rapport au point O 
aienl des temperatures egales et de signes contraires, les 
flux relatifs a deux elements symetriques seront egaux en 
valeur absolue. 11 en sera encore de mdme si la somme des 
temperatures de deux points symetriques, au lieu d'etre nullo, 
est egale a uno constantc quelconque : 

10. Problems. — Soit un corps quelconque ; supposons 
que la loi des temperatures soit la suivantc > 

Vs« + * 

Soit un clement rfw situe dans un plan paralldle h O z. La 
distribution des temperatures est svmdlrique par rapport au 
plan do cet element ; done lo flux de chalcur qui le traverse 
est nul. De mdute, le flux de chalcur & l ravers la surface 
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FLUX DE GHA.LEUR 


latdrale d’un cylindre parallfcle a O z est nul, puisque les 
elements de cetle surface latdrale ontleur plan parallSle a Oz. 

Considerons maintenant deux elements plans perpendicu- 
laires & O*, par exemple deux petits carres egaux : soient a 
et «' leurs centres. Joignons aa'; soito, le milieu {fig. 3). 


y 

Soient z e et z K les ordonnees des deux elements, et ? celle 
du point O, j on a: 



La distribution des temperatures est telle que la somme 
des temperatures de deux points symelriques par rapport a 
O, est constante. En effet, on a : 

V 0 + V, » 

V« + V,=2(«? + i) 

Done les deux flux a travers les elements dm et dm sont 
egaux ; par suite, le flux est constant a travers un element de 
surface quelconque paralUde a xOg. 

Considerons un element dm quelconque, fini ou non, dans 
le plan des ccy, oudans un plan parall£le. Le flux de chalcur 




FLUX DE CHALEUR 
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a travels cet clement est proporlionnel a dm; par suite, on 
peut le reprdsenter par : 

A dm dt 

A, etant independant de z , ne peut dependre que de a et b. 

II ne depend pas de b, puisqu’on peut faire varier b sans 
changer le flux. Si on multiplie toutes les temperatures par 
une raeme constante, le flux est multiplie par cette conslante. 
Done A est proporlionnel a a. 

Par suite, le flux de chaleur peut s'ecrire: 

— K a day dt 

K est une constante qu’on appelle coefficient de conducti- 
bilitd, 

11. Soil maintenant un element dm d'o- 
rientation quelconque, faisanl un angle a 
avec le plan des x y. Considerons un plan 
parallcle au plan des xy et infiniment voi- 
sin de cet element, ot considerons le cy- 
lindre projetant l’eleinent dm sur ce plan 
{fiy. t). La projection de cet element est : 

dm' = dm cos a. % 

Le volume du cylindre et, par suite, son poids P sont des 
infiniment petits du troisteme ordre (en regardant comme 
du premier ordre les dimensions lindaires de dm). La somme 
algebrique des flux de chaleur a travers la surface tolale du 
cylindre doit etre du troisieme ordre. En effel, le corps rece- 
vant dans l’unite de temps une quantity de chaleur egale a Q, 
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FLUX DE CHALEUR 


l’dlevation de temperature serait : 



C dtant la clialeur spScifique du corps. 

Si Q etaitd’un ordre inferieur au Iroisicme, cette elevation 
de temperature serait infinie. Q est done du troisi&me ordre 
au moins et, par suite, negligeablc en presence des inflniment 
petits du deuxiSmc ordre. 

Ecrivons done que le tiux de clialeur a travers la surface 
totale est nul. 

Le flux de clialeur a travers la surface lateralc est nul ; il 
est done le memo pour les deux elements r/<o et eta*. 

Le flux de clialeur pour la section droite est : 

! — Kff cos a du dt 
et e’est le m6me pour 1'clement rfw. 

12. Supposons maintenant quo nous'ayons pour la loi des 
temperatures : 

V = aai -\- by cz d 

Un simple changement d'axes de coordonnees nous rame- 
nera au cas precedent. 

Considerons le plan P dont l’equation est : 

ax -f- by -f- cz = o 

Les angles de la normale avec les axes sont donnas par 
les formules : 

a , b c 

cosa = j^ cosp = |^ cosY = jj 
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en posant : 

R = 0r* -f-4 r +c» 

D’ofi l’on tire : 

V = R [as cosa -|- y cos p -f- z cos yl + ^ 

On obtient facilement le flux a travers un Element do fai- 
sanl un angle o avec le plan P. Prenons le plan P comipe 
plan x'Oy'. On aura : 

z' = x cos a -]- y cos p + z 009 Y- 
Et on a pour V l’expression : 

V = R z'+d 
Le flux cherchd est done : 

cl Q = — KR cos f do dt 

Considerons en particulier des elements parallfeles aux 
trois plans de coordonnees. Ils font avec le plan P des angles 
respectivement dgaux a a, (3, y. Par suite, les flux de chaleur 
& travers ces elements scront respectivement : 

— KR cos a do d> = — K« do dt 
— KR cos f! do dt = — K& do dt 
— KR cosy do dt = — Kc do dt. 

13. Cas g6n6ral. — Supposons maintenant que la dis- 
tribution des temperatures soil quelconque. 

Soil V [as, y, z) la temperature en un point. 

Soit do un element de surface; (a ! 0 'ycn‘*’o)i un point de cet 
Element ; nous allons chercher le flux de chaleur a travers 


12 


FLUX DE CHALEUR 


I'eldment dia. Co ilux do chalour no depend quo de la tempd- 
rat uro des points voisins do l’elcment rfio. 

Soit (a?, y, z) un tel point. Posons : 

a! = + S 

y = !/« + >i 

* = -o + ! 


La temperature au point (aj,y, z) aura pour expression : 
V(*,y,.)= Y(<w) + [(£) 0 5 +(£),'‘ + (f )„'] + " 


Les quantiles IjVj,?, sont lr£s petites; On peut done n4gliger 
lciirs carrcs, et l'on a : 




Appliquons les rcsultats etablis dans le paragraphs prece- 
dent. Les flux do clialeur a travers des elements pernondi- 
culaires aux axes et passant par un point quelconque(x,y, 9 ) 
seront respectivement : 


_ K dVfc 1!l£ l _ 

ax 

rfV(,w) 

•ty 

_ K dVfey.») , forf| 

dz 


Pourcvaluer leflux de chalour a travers un element d’orien- 
tation quelconque, considerons un telraedre infiniment petit 
OABC ayant ses trois ardtes OA, OB, OC respectivement 
paralldes aux axes (fig. S). 


AUTRE DEMONSTRATION 


.13 

On ddmontrerait commo precddemment quo la sommo 
algebrique dcs flux do clialeur & Iravcrs les quatro faces cst 
nulla aux inflniment potils 
du troisidme ordro prds. 

Soiont a, p, y les cosinus 
dircctcurs do la normale a 
l'clement ABC, dont la sur- 
face est du>. Les aircs dos 
trois aulres faces seront 
respectivcment : Fir.. 5. 

a P du, y dot. 

Appelons dQ lo flux de clialeur & travers l'dlementdw. On 
aura : 

Kfc*(.S+,ffl +r g). 

Pour prdciser lc signe du flux de chaleur, nous choisirons 
sur la normale a l'dlement dw un sens positif, et nous don- 
nerons au flux lo signo -j- ou le signe — , suivant quo lo 
mouvement do la clialeur aura lieu dans lo sons positif ou 
dans le sens negalif. On volt facilement avec ces conven- 
tions que le flux de clialeur est : 

rfV 

dQ = — dcodf 

dlant la derivee suivant la normale, prise dans un sens 
convenable. 

14. Autre demonstration. — Le raisonnement de Fou- 
rier que nous venons de faire peut dtre remplacd par un 
calcul plus court 
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Soit uh element rfw, considerons deux points m 0 , tn, de 
part et d'autre de I'dldirienl rfw. Soient : 

ai 0 , y 0 , z 0 , les coordonn^es de w» 0 ; 
+ 5) .Vo + 'll 3 o + 5*'. celles de »», ; 
et : V 0 , V„ les temperatures. 

La quantity de chaleur c6dee par m 0 a m t est : 

?(p)(Vo-V,)tf<. 


Or, on a : 



V* + ©« + £\+£‘> 


Do plus, on peut romplacer co 0 , y 0 , z a 
dans les ddrivdes partielles par les coor- 
donnees a, y, z du point G, centre de 
gravity de do> [fig. 6). 

On a alors : 


V —V — E^‘4- •« ^ 4- K — 

V, . y o — « rfa( + ^ + dz 

et la quantity de chaleur cddde par »n 0 a m, est, par suite: 

-f(!>)[«S + >i^ + !£]“'*• 

Le flux total k travers da est done : 

- : • vt , /, d\ , d\ . r d\\ 

<IQ. = - <* S ( ! d£ + ' df + 5 *7 
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Posojib : 

= X * 

K"t/<o = ^ ? (p) 

On aura : 

^ = -""'“( K 5~ + K'f + K-f). 

Si nous rejetions l’hypoth6se do Fourier, il faudrail dans 
les equations ci-dessus remplacer y (p) par (p (p, V). 

Alors K, K', K r seraient des fonclions de la temperature. 

Supposons l’element dm perpendiculairo a l'axe Oa;. Si le 
corps est homogine, K, K', K' seront les mdmes pour tout 
element perpendiculaire a Oa;. Ce seront des constantes non 
seulement par rapport h la temperature, mais encore par rap- 
port hx, y, z. Si, de plus, le corps est isotrope, l'expression 
du flux de chaleur ne doit pas changer, quand on change 
y en — y, car tout plan est alors un plan de symetrie pour 
la constitution du corps. Done K' = o. De raeme K" = o. 
Et, si Ton change a; en — a:, le flux changera de signe, ce 
qu’on voit en eiTet sur la formule. 

Le flux do chaleur a travers un element dm perpendicu- 
laire h Ox sera done : 

- K ^ dt 

dx 

En raison de l’isotropie du corps, le flux de chaleur a tra- 
vers des Elements perpendiculaires k 0 y et 0* sera res- 


FLUX I)K CHALEUR 
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pcctivemcnt : 

— K —■ dt do, 

<ly 

— K ~ dl <lu>. 

dz 

la constonto K ctant la mfimo. 

Pour un element rfw quclconquo on aura : 

rfQ = — K ^ dt rfw. 

Le signe sc detcrmlno aisdment en prenant 1’axe des a 
parall&le a la normale a l'elcment. 
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EQUATION DU MOUVBMBNT DE LA CHALEUR 


15. Nous allons etablir les equations du mouvement do 
la chaleur dans un corps. 

Considerons un parallclipipdde eldmentaire ayant ses ardtes 
A A'. 


Fio. 1 

paralldles aux axes et ayant pour dimensions day, rfy, dz 

(fig- ’)• 

Nous allons dvaluer de deux manidres la quantity de cha- 
leur qui entre dans ce paralldlipipddo. 

Le fluxdechaleur a travers ABCD, qui est perpendiculairo 

PROPAGATION DE LA CHAI.F.UR. 2 
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18 EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALKUR 
a 0*, esl : 

— K dyds.dt,^ 

Lo flux do chaleur h (ravers A'B'C'D' cst : 

La somrno do ces deux flux est done : 

***•<*• ®( K |e) 

De mdme, pour les deux autres couples do faces, on aura: 

dxdydzdt^ (Kg) 

dxdyd.dtf^ Kg) 

La quantild do chaleur qui entre dans le paraldllipipdde 
est par suite: 

d„d»a, d, [£ (k g) + 1 (k g ) + i (k £)] 

D’autrc part, cette quantite do chaleur est dgale & : 

D.C. dcody.dzd\ 


D diant la densitd du corps, G sa chaleur spdciflque. 
En egalant ces deux expressions, on a : 



Si nous adoptons l’hypothdso de Fourier, K est une cons- 
tant©. 



TRANSFORMATION DE COORDONNKES 19 

Si nous no 1'adoptons pas, K sera fouclion do la tempera- 
ture, soit: 

t/K 


dV 


= K' 


On aura : 

£(«£)=*'(S)‘+k 

etc. 

{/equation devient done : 

^•f=K'E(£r+K S 


rf'V 

dx* 


d»V 

dx* 


Dans les applications, nous nous bornerons toujours k 
1’equalion de Fourier qui a une forme lineaire. Nous sup- 
poserons doncK' = o, ct K constant, de sorte quo l’equation 
sera : 

dV K 


dl ~ C.D 


AV 


Nous negligerons les variations de C et D, et nous pose" 
runs: 

JL- h 

CD ~ 


Liquation du mouvement de la chaleur est done : 


16* Transformation de coordonndes. — Nous allons 
voir ce que devient cette equation dans un syst6me de coor- 
donnees quclconques. 


20 EQUATION DU MOUVEMKNT DE LA CIIALEUR 


Soil: 

» — fi (!. >1. ?) 

2/ = <Pa(E. I. ?) 

et prenons 5 , 15, ? pour coordonn< 5 es nouvcllcs. 

Nous supposcrons quo nous avcus un syst6me triple or- 
thogonal, co qui est cxprimc par les conditions : 

dx dx . dy dy ■ dz dz 

rfS dr, + d{ dr, + di dr ,~ ° 

dx doe , dy dy . dz dz 

r/rj rf? d-t 1 rf? ' dr^ dt, ° 

dx dx .(fy dy_ . dz dz 

dt. <;s + rf5 + <({ d‘ ~ 0 

Bosons en outre : 

(f)’+(l)'+(D'=“' 

On a: 

tfs 9 = tfa ; 9 + dy 1 -}- dz 1 

e’est-i-dire : 

ds 9 = a 9 tf ; 9 + J 9 tfr , 9 -f c 9 rfl 9 . 

Considerons le solide (/SV7. 8) limite par les 6 surfaces : 

5 = $ 0 (ABCD) 5 = 5 0 + d\ (A'B'C'D') 

v, = yjq (AA'DD') yi = vjo -}- rf>) (BB'CC') 

< = ? 0 (AA'BB') ? = < 0 + rf? (CC'DD') 


i 
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Lo solido ainsi obtenu cst assimilable h un petit paralld- 
lipip&do rectangle en raison do l’orthogonalite du systime. 

Calculons les ardles. Considerons 
BB' par cxemple. ^ 

Les points B et B' ont pour coor- 
donnees: 

(?oi '4o + ?o) (5 0 + fit + *i. ?o) 

Done la longueur do l’ardto BB' ost : 
ds = adi. 



On voit done quo les dimensions du parallelipipddo sont: 
ad\ bdi\ cd$, 

Lo flux & travers ABCD est: 


du = Aei/r, 
dn = ad%. 


Done le flux est: 


„ le dV , , r 

- It. - ^ ,/r, <K ,11. 


Le flux a travers A'B'C'D' est : 
K. 
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La somtne algdbriqun do cos deux flux cst: 

Oil olitientdcs expressions analogues pourles deux autres 
couples de faces. 

lin faisant la somme on obtient la quantile de chaleur qui 
entro dans lo parall6lipip6do : 

K.**,**2j| (ff)- 

D’autre part, cello quantile de chaleur cst: 

CD. ale. (f; rfv i (K, dV. 
lin egalanl ces deux expressions et posant : 



on obtienl 1’equntion du mouvement dans le syst&me de 
coordonn6es considers : 

... abc dV dlbc dV\ , d_ /ca dY\ , d_ /gb dV\ 

W h cU—<%\a V* .*1/ i 'rf?V.C «*C/ 

17. Ooordonndes semi-polaires. — On a: 

X = p cos 0> 
y = p sin co 
x.— z 

Par suite : 

d$ 3 = dp 3 -J- p 3 dw 3 -f- dx*. 

D’oii Ton ddduit: 

a — 1 b — p c = l. 


,> 

Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheque nationale 


de France 


coonnoNNKKs sumi-poi.airks 


L 'Equation gcinSralo dovicnt: 

prfV_rf/ dV\ ,_d/l rfV\ , rf / dV\ 

A dt dp V dp) ^ dm \p dm) ' dz V day 


ou: 

I '/l _ i 'iX . . I , id\ 

h dt p dp ’ dp 3 ' p 3 dm 1 dz 3 

18. CoordonnGes polaires. 

co = r cos cp sin 0 
y = r sin sinO 
a- = »• cosO. 


On n : 


da r = dr 2 + n» sin 3 0 <V -f- r* di* 
a = 1 6 = »• sin 0 e = r. 

Substituons dans 1’equalion (1) dn § 16: 


dV 

1 dr 


d 3 V , 
^+ Mst 


n 0 dip 1 


dV , . . d*V 
— r* 4- SUl 0 - 77 ^ 
do 1 dO 3 


1 dV 2 dV . d*V , 1 dfV . cotgO dV 1 d*V 

A dl~r dr ' dr 3 +* r* sin* 0 dip 3 ’ ' >- 3 dO + r* dO 3 

19. Hcprcnons liquation do la chnlcur dans lc cas des 
coordonnoes carldsicnnos : 


Considcrons un corps C 4 l’interieur d’une enccinlo rem- 


24 EQUATION DU MOUVEMKNT DE LA CHALEUR 
plied’un lluidc iila temperature V 0 . Le corps perdde la cha- 
leur par sa surface dc deux manicrcs: 

1® Par rayonnemcnt; si Ton admet laloi do Newton, ilperd 
une quantity de clialeur proportionnelle a V — Y 0 ; 

2° Par convection ; on admet quc la quantile dc clialeur 
perdue de cette mnnikre cst aussi proportionnelle a V — V 0 . 

De telle sorle quc la quantitd dc clialeur perdue par un 
£l6ment dm de la surface est : 

II dm dt (V — V 0 ) 

. H ctanl une constanlo delermindo pour cliaque element dm. 
. dto j , 



Fio. 9. 

Considerons sur la surface un element ab de surface dm 
(fig. 9). Par cliaque point de l’element menons la normale a 
la surface S vers l'iulerieur du corps, et portons sur cha- 
cune de ces normalcs une longueur constante e infiniment 
petite. 

On determine ainsi un element ab' egal et parallftle k ab. 

Nous supposerons t infiniment petit par rapport aux di- 
mensions lineaires dc dm ; comme nous l’avons d«5jk fait, eva- 
luons de deux mani&res differentes la quantite de clialeur 
gagnee par le petit cyclindre dans le temps dt. 

La quantity de chaleur gagnee par ab est : 

- H dm dt (V - V 0 ) 

La quantite de chaleur qui entre par aft' est : 
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La quantile dc clialeur gngnee par la surface lnlcrnle, 
<5tnnt du nnSme ordre de grandeur que cello surface elle- 
m6mc, est negligeablo par rapport aux quantiles prdccdcntcs 
h causo do la pelilcsso supposco do t. On a done : 

- Il<Ml (V — V„)— * <l<o tll‘^ = ^ dlC.D.i. du 

On voit quo 1c second membro esl infiniment pelil par 
rapport au premier. 

On a done en divisant par dt do>: 

‘( v -v.) + s = ° 

en posant: 

*=s 

II peul ne pas itro uno constanle absoluo ; il peut d6- 
pendro, par example, du degre do poli du corps. En lout cas 
e’est une fonction des coordonnecs du centre de gravite do 
1’ element tfo>. V 0 peut aussi varier. Nous supposerons quo V 0 
est aussi une fonction des coordonnecs du centre de gravit6 
de du>. 

On peut se proposer deux problemes diflerenls : 

I® Probifeme des temperatures variables; 

2° ProblSmc des temperatures finales stationnaires. 

20. Probl&me des temp6ratures variables. — On se 
donne la distribution des temperatures au temps t = o, 
et Ton se propose de trouver quelle est la distribution au 
bout d’un temps quelconquo. 

II s’agit done de trouver une fonction V ( t , cc, y, z) qui, 
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f 

j 

p 

f;-i 

| 

fj 


pour tous les points interieurs au corps et pour loutes les 
valeurs positives du temps, satisfasse a l'equation : 

i 

i:' 


'S = »v 

‘v. 


telle que, pour tous les points dc la surface du corps, on ait: 



MV— V„H-f = « 



et qui, pour l = o, se r^duise a une function donnee : 

. 


?(». y. *) 



h et Y 0 sont des fonctions donnees des coordonnees de 
cliaque point de la surface. 



21. Probldme des temperatures stationnaires. — 
On admel qu’a un certain moment la temperature lie varie 
plus, e’est-a-dire que l’equilibre calorifiquc esl clabli. 

On se propose de clierctier quelle est alors la distribution 
des temperatures. 

Dans ces conditions on aura : 



o 

II 



V sera fonction seulement de®, y, z, et l’equation generate 
du mouvemenl se reduira ii : 



AV = o. 

[ 


La condition a la surface sera la nitJme que precedeinment 
et Ton aura : 

*(V-V.)+^ = o., 

s 
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proble:me des temperatures stationnaires 27 
On pout supposer comme cas limite h.= o. 

On aura alors: 



Dans ce cas, la surface du corps esl impermeable a laclia- 
leur. 

Un autre cas limite est celui oil h est infini; on a alors k 
la surface : 

V = V, 

Cost cequi arrive a trks pen pres, par excmple, quand le 
corps est plonge dans un liquide. 

Si V 0 est constant, on peat supposer : 

V 0 = o 

car le 0 des temperatures est arbitrairc. 

22. Nous allons d^montrer que cliacun de ces deux pro- 
bl&ines n'admel qu’une solution. Pour cela nous rappcllerons. 
le theorkine de Green. 

Soit uno surface fermee S limilant un volume T ; soitrfw 
l'clement de surface, rfx l’klement de volume. Si U et V sont 
deux fonctions quelconques continues, ainsi que leurs deri- 
ves du premier ordre k l'intdricur du volume, on a: 

et dans le cas ok V = U : . 
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Supposons que le probldme ties temperatures variables ail 
deux solutions V el Y'. 

On aura pour tous les points interieurs : 


rfY' 

dt 


= AAV' 


et a la surface : 

*(V-V„)+f = MV'-V,)+f' = o 


et, enfin, pour t = o : 

V = V' = ? 

Soil: 

W = V — V'. 

On voit que Ton aura pour tous Ids points interieurs : 

rfW 

a la surface : 

J.A V _L_ 

dll 

W = o. 


= AAW 


ffl+f = 0 


el, pour t = o : 


II suffit de demonlrer quo W est nul, c’est-a-dire que, si 
dans le problemedcs temperatures variables les fonctions V 0 
et sont nullcs, la fonction V cUe-mdme cst constamment 
nulle. : 

Soit V la solution du probleme dans ce cas. Considerons 
la fonction J : 



clcndue a tout le corps. 
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On aura : 

J^o. 

Differenlions par rapporl a t : 

C\d\ 

dt 1 


x-flf 


Or, comma l’on a : 


on peut ecrire: 

s=*/// ViV *- 

lit, en transformant par la formulo dc Green : 


“*// v S*-*///s(S )**■ 


Or, on a A la surface: 


dn 


Suhstituons dans la formule pr6cedente, ellc devient : 

(£)■*. 

Comme h et k sont essentielleinent positifs, on a : 
dJ , 

lit, comme on a pour t = o, V = o, d’ofi : 

J = o. 
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on voit que l’on a, pour des valeurs positives du temps : 


Or nous avons ddjfi : 


D'oft, par consequent : 


Le rcsultat subsisto m6me dans le cas limite oft, pour cer- 
tains elements de la surface, h est infini, car pour ces points 
on aurait : 

Y = o 

et l’inlegralo : 
resterait finie. 

23. Considerons maintcnanl le problemo des temperatures 
stationnaires, et supposons qu’il comporte deux solutions V 
et V'. 

On aura pour tout point intericur: 

AV = o, AY' ==. o 

et u la surface : 

'".V-V 0 ) + ^=o, 4(V'-V.H-^'=o. 
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ce qui donne, en posant : 


W = V — V' 
AW = o 


pour lcs points interieurs, et: 


h\X = o 


A la surface. 

II suffit done de montrer que, si dsns le probl&me des 
temperatures stationnaires V 0 ost nulle, la fonction V est 
nulle. 

Appliquons la formula de Green k la fonction V, en remar* 
quant que l’on a : 


AV = o, 


, v , rfV 




Le premier membre esl negatif ou nul. 

Le second est positif ou nul. On doit done avoir: 


V = o. 

Si h est infini, on voit, comme precedemment, que les resul- 
tats subsistent. 

Si h est nul en tous lcs points de la surface, l'equation ci- 
dessus nous montre sculement quo : 


rfv _ ay _ dV 

dm dy dz 
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D'oil : 

V = const. 

Alors le problems n’est pas cntidrement determine. Pour 
trouver la constante, il faut sc donner la quantity de chaleur 
enfermee dans le corps dont la surface est impermeable. 

Le cas ou h est infill! revient au probl6me de Diriclilet. 

24. La solution du probldme des temperatures variables 
dans le cas le plus general peut se ramener a deux pro- 
blemes plus simples. 

Eneffet, il s’agit de trouver une fonction satisfaisant aux 
conditions : 

h (V — V 0 ) + = o a la surface, 

V := <p(a>, y, z) pour t = 0 . 

Cherchons d’abord une fonction V, (a;, y, z) telle quo : 


MV.-V.) 4-^ = 0 


pour les points de la surface ; c’esl le probldme des tempe- 
ratures stationnaires, etltT fonction V, est, comnie on l’a vu, 
parfaitement determinee. 

Cherchons maintenant Y a (l, x, y, z) telle quo : 



CAS OU LB NOMBRE DES VARIABLES EST REDUIT 33 
et: ' 

Y a (o, y, z) = <j> (a>, y, z) — V, (a?, y, z) 

' C’est le probI6me des temperatures variables pour le cas 
ou Y 0 es! nul. 

La solution du probltane general est, comme on le voit 
facilement : 

v = v,+v a 

25. Cas ob le nombre des variables x, y, z, est rdduit. 
— 11 peut arriver, dans certains cas, que la fonction V no 
dependc que do deux ou meme d’unc seule des variables 
co, y, z. 

Parexemple, supposons un cylindre indefiniparallfcle a O* 
ct supposons la distribution inilialo telle que la temperature 
soit la mtime le long d’une parallele a Ox. A l’origine des 
temps, V sera done fonction de oo et y seulement; & un ins- 
tant quelconque, V ne depondra done quo de a? et y. 

Si le cylindre est limite par deux plans perpendiculaircs 
a O z et que ses deux bases soient impei-meables a la cha- 
lcur, tout se passe comme dans le cas precedent. 

Si le solidese reduit a l’cspaco compris outre deux plans 
paralleles au plan des xy , et si la valeur initiate de V ne 
depend que de x, V ne dependra jamais que do x. 

Supposons que le solide ait la forme d'un cylindre indefini 
parallfclc a Oa? etdont la. surface latcrale soit impermeable k 
la clialcur. 

Si V ne depend que do x a l'instant i = o, il on sera de 
mfimo k un instant quelconque. 

liUJlUOATION UK I.A CIIALKUII. •') 
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26. Cas d’un fll. — Considerons un fil de section cons- 
tante et assez petite pour que la temperature soit uniforme 
dans cette section (fig. 40). 

Nous prendrons comme variable l’arc s dc fil compte a 
partir d’une certainc origine. 



Fig.' iO. 


Considerons deux sections droites ab et a'b' prises a des 
distances s el s -f- ds de l'originc. Soit u l’airc de la section 
droitc, et a son perim6lre. 

Le volume de l'clemcnt sera w ds et sa surface lateralc ads. 
La quanlite de chaleur qui entre par ab est : 

- Koi <f( ^ 
ds 

celle qui entre par a’b' est : 

'KS+S-I 

La chaleur gagnee par la surface lateralc est : 

— H(V — \\)adsdt. 

Si l'on suppose V 0 = o, cette quantile se reduil a : 

— IlVarfsrf/. 

On aura, cominc dans les examples precedents : 

,ny j\r 

Kw dt ds —j — IIV« ds dt = dt —tj C . !),(■) ds 

ds* dt ’ 





! 
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K H« 

“C.D a ~ G.D.m 


l'equation devient : 


dV , cPX 

dl~~ R cfo* ■' 


a\. 


Si le corps esl impermeable a la chaleur, on a a = o, ct 
l'cqualion sc reduit a : 

dV .d«V 

dt ~ h d$* 

Lo cas oil a n'est pas nul pout se ramenor a celui-14 en 
posanl : 

V = Ue- a ‘ 

car on a alors : 

<n.-£U. -at 
els* 6 

dV vdU TT 

■57=V“ ' ,0c ' 

el l’cqualion devient: 

dU , d 2 U 
dl ~ H ds a> 
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GHAPITRE III 


S0LIDI5 RECTANGULA1RE 1NDEFINI 


27. Le premier probleme traite par Fourier est celui des 
temperatures finales stationnaires dans un solide rectangu- 
laire indelini quo l’on suppose limitc par los plans : 



V no dependra quo de as el de y\ eette function devra done 
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satisfaire k liquation : 


d*\ , rfiV 
doc 1 ' dy 7 


o 


et on devra avoir a la surface : 


*(v-v.) + f = p._ 


Nous supposeronsfi infini, c’est-a-dire quo la conductibilitd 
exterieurc est assez grande pour que la surface du corps 
soit en equilibre de temperature avec le milieu ambiant. 

On aura done a la surface : 

V = V„. 


Supposons par example quo l’on ait : 


pour: 

a 

II 

1 

t®ja 

V = o 

pour: 

*=-+!’ 

V = o 

pour : 

y = w , 

V-o 

et pour: 

y = o, 

V =/■(«) 


f{x) etant une fonction donnco. 

Fourier recherche d’abord les cas oil la solution V' se pr6 
sente sous la forme : 

t to) 

f (®) ?!to) 

r[o>) ?* to) 


v = 

On aura dans ce cas: 

rfW _ 
dx 1 ‘ 
d*Y __ 
rfj/ a ” 
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On doit done avoir : 

+ /'(*) f'W = o 

ou bien : 

tfe) £M 

- n*) iM 

et cette egalitc ne peut avoir lieu que si chacun des deux 
membres est egal & une constante A. 

Supposons d'abord A > o, et posons : A = >» a . 

On a : 

<p" + »» a y = o. 

La forme gdnerale do <p est done : 

<p = a cos my -f- b sin my 
a etft etant des constantes. 

Mais, dans ces conditions, V ne s'annulcrait pas pour 
y = oo. 

Cette solution ne convient done pas. 

11 faut done poser : A = — >n a . 

On a dans ce cas: 

<p" — wj a <p = o. 

D’ou : 

f = ae m v -f- be- m ». 

Pour que cette expression s'annulc a I’infini, il faut que a 
soit nul. Done : 

On a d’un autre cflle: 


f" + »»>/ = o. 
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D’06 : > 

f =; ot sin (moo + 0) 

et celte fonction doit s’annuler pour so = ± ^ 

. On doit done avoir : 

— m 5 -Jr 0 == hit m ^ -J- 6 = ft' it 

h et K etant des nombres entiers. 

Geci monlro quo m doit lui-mdme 6tre entier. - 
Si m est pair, on prendra 0 = o. 

Si m est impair, on prendra 0 = 

Dans lo premier cas f(oo) est do la forme: 
f(x) = a sin 2 moo 
Dans le second cos on a la forme : 

/(*) = a cos (2m — i) oo 

Et l’on aura pour la fonction V dans ces deux ca9 : 

1® V = A er in> y sin 2m# 

2° V = Ae- ,a "'- , >y cos (2m — l)ao 

Ainsi done lo probl6me est resolu quand f(x) a l’une des 
deux formes : 

sin 2m* ou cos (2m — 1) * 

28. Supposons que f(x) soit une s6rio de la forme : 

/(*) = a, cos* + « 3 cos3® + n„cos5y 4* 
b t sin 2® 6 4 sin Ax 4- b t sin 6* + 


Source gallica.bnf.fr / Bibl 


iotheque nationale de France 



S0L1DP. R15CTANGULAIRE INDKF1NI 


40 

X^onsiddrons la fonction: 

V = a t e~y cosx a i e - ** cos 3 # -J- V 511 cosba> -f- 

-f- i» a e _ ?y sin2aj + *4 e_,y + 

Chacun dcs lermes u dc celte sdrie satisfait & liquation: 
Ah = o. 

Do plus, chacun dcs lermes s'annulc pour x = ±5' de 
m6mc que pour y = 00. 

On voil immediatement quo, si f(x) possede un norftbre 
(ini de termes, il on serade mfimo de V, el la fonction V est 
la solution du problfcme. 

Dans le cas ou lo nombro des termes est illimild, on ne peut 
pas affirmer a priori quo le mfimo raisonncmenl cst appli- 
cable ; il faudra prealablement etudier la sdrie V comme 
nous le ferons dans les cxemples suivants. 

29 . Quoi qu’il en soil, lo probl6mo de Fourier nous am6no 
a considercr le suivant-: 

Trouver tine sirie trigonometrique de la forme: 

a t cos a; -f- a a cos 3a? a s cos So; -f* 

-j- b 3 sin 2 x -f- b x sin 4 a: 

reprisentant une fonction f (x) pour toutes les valeurs de x 
comprises entre — ^ el 

Ce problfcme se ramfenc au suivant, Iraite dgalement par 
Fourier : c 

Trouver une sirie de la forme : 

a a 4- a { cosaj + a 3 cos2® -f- 

- •• -f- A, sinaj -f- sin2aj -f 

qui reprisente une fonction f (aj) entre — it et -f- 
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Supposons que co developpemcnt soit possiblo, nous allons 
calculer les coeflicienls. 

Rappelons les formules suivantes: 

pour i» ^ o 
quel que soit m 
si m n ■ 
si m n 


quels que soient m et » 

Rappelons aussi la definition d’une s6rie uniform^ment 
convergente. 

Soit une serie: 

«0 + “l+“l + ■■■ + «•+••• 

dont les termes sont dcs fonctions de x ; la s^rie est conver- 
gente si le reste R* tend vers 0, quand le nmnbre n croit 
ind^finiment. Si R„ est constamment inferieur en valeur 
absoluc a un nombre t dependant de n, mais independant 
• de x, et que ce nombre e tende vers 0 quand n croit indefi- 
niment, la serie est dite uniformimenl convergente. 

On sait que l'on peut int£grer terme a terme une serie uni- 
formemenl convergente. Eh outre, si une s6rie est uniforme- 
ment convergente et si chaque terme est une fonction conti- 
nue de x, la somme de la serie est elle-m6me une fonction 
continue de x. 


j* cos nix dx — o 
J' sintnxdx = o 
/ cosm* cos nx dx = o 
j ' sin mx sin nx dx = o 

/ cos’ mx dx = I sin 1 mxdx — n 

-it ‘'-it 

j ' cos mx sin nxdx == o 
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80. Supposons la fonclion f[x) devcloppablo en une s£rie 
trigonomclrique uniformdmcnt convergcnte. 

f(x) — a 0 -}- fii cos® cos 2® + ••• 4” cosh® ••• 

4- sin ® 4~ b 3 sin 2® 4- • . . 4" sin nm 4“ • • • 
Calculous par oxemplo a„. 

Multiplions les deux membres par cos nx dx et intdgrons 
de —nan. 

On aura, d’aprfcs les dgalites tScrites plus haul: 
l'f(x) cos nx dx = na„ 

On voit do mdine que l’on a : 

/cm sin nxdx = n£>., 

el, enfin: 

ff(*) dx = 2n<r 0 

On a done, cn admetlantla possibility du ddveloppement : 

rt”) = ^fl M * + ; 2 cos " x Sli z) cos nz dz 

+ i 2Jsin»®Jr(*) sin nz dz. 

Considcrons maintenant unc fonclion a representer dans 
l’intervalle — au moyen d’une serie de la forme : 

f{x) == a, cos® 4* a s cos 3* 4" 

4- b t sin 2® 4" s ‘ n 4“ 


SOIilliR RRCTANOULAIRK INDRFINI 


Nous aurons rcsolu co problumo, si nous trouvons uno 
fonclion do x dcfinio entro — n ct + a, qni dans 1 ’intcrvallo 
^ -f- so reduiso a la prdc<5dente, et tello quo la sdrie 

trigonomdlriquo qui lui correspond soil do la forme ci-dessu 
Si, dans cette scrie, on change x en tc — x oil en — s — 
la valour do la sdrie cliango do signe, ctd'ailleurs toute sdrie 
jouissant de celle propriety a necessaircment la formo pre- 
cedent©. 

Si x est compris entre o et n — x est compris entro % 

el r.. 

Si x est compris entro — 5 ct o, — 7 t — x est compris 
entre — t. et — 5 * 

Nous definirons done uno fonclion 7 (a) do la fagon sui- 
vante : 

Dans l'intervallo ^ ©Ho aura les valeurs de la fonc- 
tion f(x), 

Dans l’intervalle ^ — n, — on aura: 

?(») = — f{~ " — *) 

et dans l’intervalle n'j on aura: 

? (oj) = — /*(* — x). ^ 

31. Supposons, par example, que Ton ait f{ x)= 1 dans 
l’intervallo ^ 

Nous aurons alors : 

Entre — tz et — ^ : <j> (a;) = — 1 
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Enlro — ! et | : <p(«) = i 

Entro|etrt:; <p(/») = — 1. 


Pour cclte hypothec particuli&re, la fonclion f (a?) cstpairc, 
et on voit ais&nent qua tous les termes en sinus dispa- 
raissent, et on aura pour m impair: 


m, = f f (•'») cos mx dx = 2 j <% (00) cos mx dx 
~*x- - 

7 m m ~ cos ma} dx' — 2 J* cos mx dx 



. On a done le ddveloppement : 

n cos 3® . cos 3# 

1 = cosa? s 

-4 3 1 a. 

et la solution V sera dans ce cas donnee par la formula : 

r. .. „ cos 3a; , cos oa: 

- V = cosa^-y — — - — e~ 3 v -{- • — - — e- s v — 


32. Ayant obtenu cette s6rie, satisfait-elle a toutes les 
conditions du problfcme ? 

Satisfait-elle a l’cquation AV = o ? 

Cherchons, d’abord, sielle admet des d4riv4es du second 
ordre par rapport a -x et y. 

Si les sdries formdes avec les ddrivees du second ordre de 
ces termes sont uniformement convergentes, on est certain 
quo ces series representent les ddrivfies du second ordre de 
la serie j V. 
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Differentions deux fois par rapport a so, On a la serie : 

— cos see- v -}- 3 cos3®e _s *' — 5 cosSaje - ** -f- 

Les termes do cette sgrie sont plus petits en valeur absolue 
quo ceux do la sgrie: 

e-y 4- 3e-»v + Se-^ -f- 

qui est uniformgment convergente pour toutes les valeurs 
positives de y, les seules que nous considerons, Les derivees 
secondes existent done et peuvent gtre obtenues en difleren- 
tianl notre serie terme a terme ; on en conclut aisgment 
qu’on a pour tousles points intgrieurs au solide: 

AV = o. 


Yoyons maintenant si V satisfait aux conditions a la sur- 
face. 

A-t-on : 

V =o 


quand# = ±2i y gtant posilif? 

Cela a lieu si la serie V est uniformgment convergente. 

Or, les termes de la serie ^ V sont plus petits en valeur 
absolue que ceux de la sgrie : , 


' + TT+1T+- 


qui est uniformgment convergente, sauf pour y= o. 

. De rndme, si y croil indefiniment, V tend vers zgro. 
Examinons ce qui se passe pour y = o. Nous obtenons 



46 


SOLI UK RECTANGULAIRE 1NDKFINI 


nlors pour | V la serie : 

cos 3.i! cos 5a? 
cosa. 3- + -5— 


Nous allons deinontrer que la valeur de cetto serio est 
et, dans ccs conditions, on sait quc Y aura pour limite 1 . 
33 . ('onsidcrons la somme : 


cos (2 m — i ) x 
2 m — 1 


ou nous supposons tn pair. 
On a: 


— — sin.-B + sin 3 r — -j- sin (2 m — 1) a: 

Multiplions par 2 i. 

Comme l’on a : 


II vient: 

2 i = — e'* -f- e* lx — e* lx -f- ... 

_|_ e~ lx — e~ 3lx *1- e~ ilx .... — <$-(*»*- W* 

On a. deux progressions geometriques limitees dont les 
raisons sont — e 1,x et — e _J,x . 

Done on a: 

glr ^. e '2m + t)lx ^ g-f* + 

1 4. e 1 '* I 1 + e-”* 

e lm,x — e~ am,x isin2>«a! 

e ,x -f- e~ ix cos x 
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On a done: « 

dS„ __ sin %>/>co 
dx 2 cos x 

Nous allons demontrer quo la serie obtenue en faisant 
crottrewj indeliniment a unc voleur constants, si west compris 


2 2 

On a, en cfTot: 

Sm (®|) — s,„ (i» 0 ) = 

Integrons par parties : 

f — cos 2 mx ' 
Am cos a; 


2 »»a; ^ 
cos a 


,(»,)— s„, hi = 


/* sin 2 i 

~ / 2 cos 

J *•<> 

t+f 


x 0 et x t sont compris entre — et -> done cos a: ne s’annule 
pas dans l'intervalle. Par suite, le premier terme du second 
membre tend vers 0 , quand m croft indeliniment. 

11 en est de mfime de l’intdgrale. 

Done, on a : 

lini S,,, (<«,) = lim S,„ (<c 0 ) 

S (»,) = S («„). 


La fonction S (x) represent© done une constant©. Pour la 
determiner faisons x = o. On a : » 


so=r 

Done, pour toute valeur de a; comprise entre — ^et |on a: 

r. cos 3a: , cos5.r 

j = cos# 5 \- — =— — ••• 

4 o s» 
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84. On peut donner do cetto identity und auli'o demons- 
tralion. 

On a : 


arc tg s 


C ils 


! l __ 4- *4 z t _L ... 4- z Vn-i . 

en supposant, par example, m impair. 

En integrant, on a : 


arc 




3 = pe‘. a . f, < i . 

On a pour R M en integrant le long de la droite oz : 


Am 


I/O 


AB 


A etant l’affixe du point — i, B celle du point AB reprc- 
senle le module de la quantite 1 -{-a* (fig. 12). 


Si <•> < j» on a: 2«< et, par suite, on voit que: AB > 1. 
Si oi > .^) 2oj > et on a : 

AB > | sin 2w | 
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De touto manure on a done : 


AB >?H>s 



/»P 



Quand m crolt ind4finiment Rm tend vers z4ro, et ceci est 
encore vrai pour p = 1, car il reste alors: 




PROPAGATION DE LA CIIALIUR. 
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Dans l'expression do arc tg s rempln^ons 2 par c lu cl e~ tu , 
et ajoutons los deux developpemcnls : 

arc Ig c'"' -f- arc tg e~ ,u = ~ -f- A*. 

Done on a : 


Kesl un nombroenlier, quo Ton determine on faisant w = o. 
On voit quo K = o,. done : 

n cos3b> . cos Su 

j = COS<.> 3 I S 


35. Rcvenonsau cas genera). 
Nous avons trouve : 


. V = ^ a m cos nm e~"" J -f- ^ b m sin mo; e-"‘* 

les a ctanl a indices impairs, et les b a indices pairs. 
Nous poserons: 


D’oii: 



La partie imaginairo de 2 '“ est, suivantla valenr de >»: 


si 

si 

si 

si 


m = 4 H + l, 
m = 4 [x 2, 

m = 4p -J- 3, 
m r= 4p, 


e ~my cos mx 
g— my s J n mx 
— e -my COSMU0 
e -my s J n mx 
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Suivnnt ces diffcrents eas, nous posorons: 

si : m — 4u. -f I , = t~ m 

si: mi = 4u 2, Ki = — 

si: »i = 4j* + 8, =s- — n m 

si: in = 4j*, ). m = b„ 

Et nous considererons la fonction : 

»(<)- .2 

On voit que V cst la partio imaginairo de <p (z). 

Les coefficients de ip (a-) sont rdcls. Done, si z est reel, on a : 

V = o 

z esl reel si co — ± D° nc V esl nul pour ces valeurs. 

Soil z 0 l’imaginaire conjuguee de z. 

On a : 



Appliquons au cas particulier que nous avons deja etudid : 
„ cos 3a; . 

- V = cosae-y — — ^ — e~ 3 « + ••• 

4 o ■ % 

La fonction rp (a-) correspondante sera donnee par : 

, JfM=' + f 3 +£ + ~ 

1 

= - arc tg i r. 
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-arctg»V 0 


r V = arc tg is. — arc tg is 


tz n — I z 


= arc tg 

= " re| g i_ c -»» 


1 -f- iz a .iz b 1 - 
2e~^ v cos.^^ 


»(*n ~ -g) 


86, Fourier cherclic ii evalucr Ic flux de chaleur a travers 
un plan quelconque parall6le au plan y = o. 

En appliquant la formule generate qui donne le flux on a : 



Dans le cas particular quo nous venons d’etudicr : 


dQ — — I (cos itm ~v — cos3 xe~ 3u -\- ) dx 

" *L s 

a 

= ^[ c -., + ^ + ^ + ] 


Si l’on veut avoir la ddpense totale do la source de cha- 
leur, il faut prendre le flux pour la base y = o. 

Mais on voit que, dans ce cas, la serie est divergente. Done 


SOLIDE nECTANGULAIRE 1NDKI INI 
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la dcpenso totalo do la source est inlinio. Ccci liont a cc quo 
la base est mainicmio a la temporal are 1, tandis quo los faces 
laterales sont maintenues a la temperature zero. 


K 



2 2 

no. i4. 


Entre los points A 0 et A, infiniment voisins, mais pris l’un 
sur la b.ase, l’autre sur la face laterale, la difference de tem- 
perature est finie, et il y a co quo Fourier appelle une cala- 
racte do cbaleur. 


, !•/. 
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CHAPITRE IV 


SERIE DIi FOURIER. — TIlEORl'iME DU DIRtCHLET 


37. Dans lcs considerations precedentes nous nous 
sommes servis de fonclions supposdes developpables cn serie 
de Fourier. 

Nous allons indiquer maintenant des conditions Irfes gdne- 
rales sous lesquelles ce developpcment sera possible. 

Condition de Diriohlet. — Nous dirons qu’une fonc- 
tion f'[co) satisfait ii la condition de Diriclilet, lorsqu'elle 
peul dire regardee comme la difference de deux fonclions 
dont cliacune reste constainment finie, cl n'est jamais crois- 
sante. 

Cliacune de ces deux functions peut toujours dire sup- 
posdc positive. En effet, soienl et f 3 ces deux fonclions, 
el soit — a la plus petite valour qu'elles peuvent prendre. 
On prendra alors : 


(») + *) --«(»> + «) 


CONDITION 1>E DIRICHLKT 


S3 


Nous allons montrer qu’unc fonction, qui n’a dans un 
intervalle donnd qu'un nombre fini do maxima ot de minima, 
satisfait a la condition de Dirichlot. Supposons, par exemplo, 
quo la fonction presente un maximum et un minimum. 



Appelons B el C le maximum el lo minimum, ct soicnt b 
et c les valours de sc correspondanles. 

Soil ct une constante. 

Bans le premier intervalle (a, b) nous prendrons : 

A = « A = « — /”• 

Dons lo dcuxi&me intervalle ( 6 , c) nous prendrons : 

/’.=« + /’- 13 b. 

Enfiu, dans le troisiime, intervalle (c, d ) : 

ft=a-t-C — B A = ^ B — f- 

On voit quo les fonctions f K et f. t ainsi definiea no sont 
jamais croissantes dans l'intervalle a, d, ct, de plus, on pourra 
prendre a ossez grand pour qu’elles soient positives duns 
cet intervalle. 
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Si deux fonctions satisfont it la condition de Dirichlet, il 
en est de mSme de leur somme ou leur produit. 

Soit f = A — B : 

C — D. 

On a: 

/ + r = (A-f C)-(B + D) 

et les fonctions (A + C) et (B 4- D) ne sont jamais crois- 
santes. 

De m6me, on a : 

r.r= (AC 4 BD) - (AD + BC) 

On voit encore que les deux fonctions : 

(AC + BD), (AD + BC) 
ne sont jamais croissantes. 

Une fonction satisfaisante a la condition de Dirichlet peut 
Giro discontinue. 

Soit: 

r= r, - r% 

On a: 

t\ (a + ft) < f i (<») el A > o 

et /■, (x -f- A) croit quand A decroit. 

Done f K (w -f* A) a une limite quand A tend vers z4ro. De 
mfinte, f\ (a? — A) a une certaino limite quand A tend verB 
«4ro. 

La limite de /*, (a? 4 A) est infdrieure ou dgale h f { (<»), 
cello de ( a — A) est supiirieure ou egalc h f K (a). 


CONDITION DB D1RICHLET 

Si ccs deux limites sont dgales, dies sont egales 
et la fonction est continue pour la valeur a;. 

On a : 

/■(»+*) = /■,(» +*)-/■,(«+*) 

rt® - *) = /•,(*—*) — tt (» — h ) 

Ce qui prdefide montre que f (a: -f- h) et / (x — A) tendent 
vers des limites ddlcrminees, quand h tend vers zdro ; ces 
limites peuvent dtre differentes ; si elles sont egales entre 
dies et Egales la fonction /‘(a?) est continue pour la 

valeur x. 

38. Theoii&me. — Si tine fonction f («;) salisfail a la con- 
dition de Diricldel dans I'inlervalle (— 7 ;, -f- «)i elle potnra 
6tre reprisenlie dans ce mime inttroalle par tine sirie de 
Fourier , e’est-a-dire que l’on aura : 

cosmxj'f(x) cos rnzdz 
+. ^ sin nice J* f(x) sin tnxdx 

II faut, d'abord, 6tablir l’cxistcncedes integrates qui expri- 
ment les coefficients. 

Nous allons, d’abord, montrer qu’une fonction qui n’est 
jamais croissante est intiigrnble. 

Pour cela, reportons-nous a la definition de l’integrale. 

Considerons une fonction f[x) ddfinie dans l'intervalle 
de a & A. 

On insure entre a et b des valours internuSdiaires : 


57 

if, (®). 
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et on pose : 

S ( = cc t — a 
h =&i — 

8„ = b — a?„_, 

Soient M, et mi, le maximum et le minimum de f(cc) dans 
l’intervalle 8/. 

On forme les deux sommcs : 

S = M,8, + M a S 2 4- ... -f- M,8, -{- ... -f- M r ,o, 

S — »t(8, -|" H? 2 8 j ••• 4" 4” ••• 4” Wrfin 

On demonlre que, lorsquo les intervalles 8 tendenl vers 
zero suivant une loi quelconque, S et s tendent vers des 
limites fixes L et l. 

Pour que la fonction soil intcgrable il faut qu’on ait: 

L = l, 

Supposons quo, dans rintervallo(fi, 6), { {(c) ne soil jamais 
croissante. 

On aura alors : 

M| = /*(«/'!_,) 

Ml, = f{<Ct) 

Done : 

s 

Comtne la loi de formation dcs intervalles est quelconque, 
prenons : 



On a alors : 


S — s = 8 [/■(<») -f(b)}. 


CONDITION DE DIRICHLET 


39 


Quandn croit ihd^finiment : 

lim (S — s) = o. 

Done, la fonction f(x) jamais croissanlc cst intdgrable. 

Si une fonction satisfait a la condition de Dirichlet, elle 
est la difference de deux fonclions integrates; done elle est 
elle-meme intdgrable. 

Les fonctions sin mz, cos ms satisfont a la condition de 
Dirichlet. 

Si done f[x) satisfait a la condition de Dirichlet, il en sera 
de meme des produits: 

f(z) cos Mia, f{z) sin 

L’existence des intdgrales qui figurent dans la s6rie est 
done demontree. 

39. Considerons : 

S n , = f /*(*). a m dx 

oil l'on a posd : 

= i -f- cose; cos z 
-f- sin x sin z -f- 

d'oii : 

{ 

e m = ^-}~cos (2 — a:)-}-cos 2 ( 2 -- +cos»» {z — <»). 

Posons : 

z — os — y. 


-{- cos nut cos ms 
-J- sin mx pin ms 
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Multiplions les deuxmembrcs par 2 sin^> onvoilquel’ona: 


“+i=i‘ 
«/» = 


_ sm jj-y 
• .V 


.= I* &**£=$* 

J 3 sill ^ 


a! etant cotnpris cntre — 7t ct -j— -jt, partageons l’intervalle 
d’inlegration en deux parties : 


/: =/: +/:■ 


Transformons la premiere integrate en posant : 


EUc devient 

frta — j/) 


C fU — .v) sill jj-y (ly _ C yrix — y) sin \iy ^ 
Jo 2 sin? J o 2 sin j ^ 


2 

Pour la secondo intcgralc posons: 
x = a> + y 
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f r(v 4- y) sin ay _ C yf(x + y ) , sinjAy 

»' o 2 sin ^ ^ o 2 sin ff ^ 


On a done pour S„, : 


s,„ = fu£k±jA.*^ d y + 

J 0 2 sin | y 


. / ~ -V) sin 

o 2 sin ^ ^ 


Nous avons a cherclier la limite do Shi lorsquc m croit 
indefiniment. 

40. Pour eela, nous allons, d’abord, etudicr l’integrale: 


i =/!«*« 




?(y) satislaisant a la condition dc Dirichlet. 
Considerons l’integrale dellnie : 



Nous allons d’abord dcmonlrer quo II cst finic. 
lleinarquons que lu numcralcur sin p.y change de signe 
pour les valours suivantes tic y : 

n 2 w 3- § »m 

i*' 1*’ I*’ P ’ 

Divisons lc champ d'integration on intervalles partiels cl 
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posons : 



F,es quantities B sont evidemment toutes positives j de 
plus, elles vont en decroissant, comnie on le voit aisemcnt 
en considcranl lacourbe reprdsenlee par l’cquation : 

_ sin >j.y 

2 ~ y 

Do plus, B„ tend vers zero quand n crolt indefiniment. 
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alternee : 

H = B, — B 2 + B a — B 4 ..... + B„._, - B 2 * + 

Nous allons demontrer quc lcs B et, par suite, H sont inde- 
pendents de [A. 

Considerons, en effet : 


Bosons : 





v-y — 2 

L’intdgrale devient : 



Kile cst done indopcndanle de [a. 

De plus, si on pose : 

Hs*-i = B ( — B a + B, — -f- B u _, 

Il>* =s B, — B a + + B 2 *_i - B 2 i 

On a : 

H« < H < Il 2t _ < 

ltevenoiisarintegrale J et supposons, d’abord, «p ( y ) cons- 
tununent decroissante et positive. La fonction a integrer 
change de signe pour les valours : 


64 SHRIE DE FOURIER. THEOR^ME DE DIRICHLET 
X etant le nombre cnticr tel que : 


?5<«<(X+1) I. 

. r 

Posons, de mfimo quo precddemment : 





J* — A, — Aj + A 3 — ... 

... ± A* 

On voit aisement quo les A sont positifs el ddcroissants, 
et que l’on a: 

Ja * < J < Ja*— » 

Conslilcrons l'une quelconque des quantiles A, par excmple : 

3jt 

a ,=£ ?m ^ 

f (y) reste compris entrc 9 et o 



On a done: 


CONDITION DE DIRICIILET 


A, < f 


/2n\ f* sinju 


dy 


V 

ce qui peut s’ecrire : 

*(t) B » <A > < K7) B > 

Si ix croit indeliniment, on aura a la limite, en appelant 
if. (c) la limite de <p (a;), quand os lend vers zero par ses yaleurs 
positives : 

lim A 3 — ^(*) B 3 

et d'uno fagon gdndralc : 

lim A„ = 9 (t) B„ 

On en conclut : 

limJak-i = <?(»)• Ha*_i 
= <p(») list 

Jo dis qu’on peut trouver p assoz grand pour quo l‘on ait : 
| J — II9 (t) | < Y) 

r, elant aussi petit quo Ton veut. 

On a, en effet : 

J — II9 (t) < Ja*-i — H.a*f (*) 

I'llQl'AOATIOX DB I.A CIIM.ECH. :i 


C6 S&RIR DE FOURIER. TH^ORfeME DE DIRIGIILET 
ce qui peut s'dcrire : 


J — Hep (e) < [J**-i — II **- 1 f (e)] + B 2 * 1 ? (*)• 

On peut prendre k assez grand pour que Bj* soit aussi 
petit que l'on veut et, par consequent, pour que l'on ait: 

(*) < 1 

et, A (Slant ainsi determine, on pourra fondre ,u assez grand 
pour que: 

•I 2* — I — H**-l P (t) < ?■ 


J - lip (t) < V 
On demonlrera de memo que: 


■If (*) — s < '1 

en remarquant quo l’on a: 

II f (e) — J < »**_,* (a) J**. 
Le raisonnement qui pi(5c6de nionlrc quo : 


lim J = 9 (c) II 

|XbOO 


Si la fonction 9, sans At re decrois3ante, satisfait a la con- 
dition de Dirichlct, il en sera encore de nienie. 

41. Ucvenons u la fonction S,„ : 

s _ f Sk±xi 4. fir lp— «) siaM 

sin? » V. g.h¥ » 
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Lcs fonclions : VC^ + y) e t 

2 sin 2 sin | 

rcstcnt finics et satisfont a la condition de Dirichlet. 
Appliqaons lcs resultats precedents : 

Lcs valours limites des fonctions precedentes quand y tend 
vers zero sont respectivcmenl : 

/>+0 

et : 

/ (a? - e). 

On a done : 

Mm S,a = 11 [f (os -f- t) + / “ 01- 

Si In fonction est continue: 

Hm S„, = 211/* (iv) 

II est une conslanlc. Pour la determiner, faisons f(x) — I ; 
on a, cn se reportant a la serie de Fourier : 



Done: 

limS,„= | [/•(« + . ) + />-.)] . 

et, si la fonction est continue : 

lim S,„ = /"(as). 

42. Exemples divers. — lteprenons 1’excinple que nous 
avons consider^. 


68 SRRIB DE FOURIER. TH&OR&ME DE DIRICHLET 
Nous avons obtenu : 


quand : 


La yaleur de cette serie est — ^ quand : 


— n < a < — - Q 


Voyons ce qui se passe au voisinage do x = ^ 

S1: — i— 

on a : f{/e) = I 

ct si : a = | -f- 1 

on a: fM = -f 


Done, d'aprds ce que Ton a vu precederament, la valeur de 
la serie pour x = - doit dtre zero, ce que Ton verifie immd- 
diatenicnt. 

Cherehons comine autre exemplc le developpemenl do la 
fonctiun x. C’est une function impaire, done le developpe- 



EXEMPLKS DIVERS 


ment ne contiendra que des sinus et Ton aura : 



On a done le d^veloppement: 

x . sin 2a; . sin 3a; 

i=* m * — *“+— — - 

quand : 

— 7t < x < n. 

Quand x augmente de 2*, la sdrie ne change dvidemment 
pas de valeur; on a done, en appelant y cette s^rie, pour: 


it < x < 3s, 



pour: 

3n < a < Bs, 

y = | — 2* ... etc. ... ^ 

Nous allons eludier une surie analogue a la pr^cedenle : 

cos a ; cos 2a; , cos 3a; 

i 2 + 3 

et pour cela nous allons considdrer d’abord la s^rie ima* 
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ginairc : 



Cette st^ric represente, comme on lc sail, la fonction : 

t(t + «") 

pour toutes les valours tie x qui no sont pas des multiples 
impairs de tt. 

La parlic reello do cette fonction cst : 

L | i -|- e te | = L \/2 -f- 2 cosaj = L 2cos 

On a done, pour toutes les valours de x qui ne sont paB 
des multiples impairs de r . : 

t _ x cosx cos 2# , cos 3a; 

L 2cos 2 “ “j 

Dans la seric quidonne le ddvcloppcment do changcons 
x on it — x] on aura : 

?! — x sin a? . sin 2a; , sin 3a; , 

2 = ~ t ‘ 2 1 3 ' 

le ddveloppemcnt elanl voluble cut re U ct 2^. 

La seric L 2cos ^ devient, par lc intone chan; A nt: 


, „ . x cos x cos 2# 

= i 3“-- 

cette formule etant valuhlc entre 0 el 2s. La convergence 
pc peut pas «5trc uniforme au voisinage de x = 2 hit, car 
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chaque lerme est une fonction continue, et la serie dprouve 
on ces points une disconlinuild ; mais on peut so demander 
si la convergence est uniformo pour les valeurs autres que 
ces valeurs singulidrcs. Pour traitor cette question, rappe- 
lons un tlieordme d’Abel. 

43. Thdordme d’Abel. — On considdro une sdrie : 

« = u ( + M a 4" m 3 + + u n + ••• 

que Ton suppose convergcnto ou simplement oscillanto. 

Si la sdrio est convergente : 

lim(<T, I+p — t n ) = o, 

quel quo soit p , quand n croit indefinimcnt ; on peut dono 
prendre >1 assez grand pour quo : 

| °/H p ®/> | < p/ii 

p„ dtant une quantile aussi petite que Ton voudra. 

Dans le cas d’unc serie oscillante, on peut dcrire la mdmo 
incgalite; mais p„ ne represente plus une quantity infiiii- 
ment petite ; mais c’esi une quantili finie. 

Considcrons une suite de noinbrcs posilifs decroissants ct 
tendant vers zero : 

*n *ai ••• 

je dis quo la serie : 

a,u, -}- ot, Mj + ... a 4- ... 

est convergente. 

Pour lo demontrcr, nous allons cherchcr une limite supd- 
rieure du reste. 
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On a: 

S„ +/ , — S„ = *„ + ( u n4 . t ... 4" a „+p M «+p 

le second membre peut s'ecrire : 

a »+i.(*»+i — «») + ••• +««4 p(oh+/> — *>l+/>-|) 

ou bien encore: 

*n+i (®h+i — «>.) + a «+a [( ff n + 2 — »«/)— (»w+| — o«)] 4 • •• 

... + ««t* [(»«-. /> - *>•) - - «»)] 

ou : 

{*« f | — 9») («» + 1 — + 3 ) 4 + a — + a ~ *» * 3 ) 4 

... 4 (<*/i + p-| — «a) («* + /*-! — «fl + p) 4 (««+#» — *n) «*■♦/> 

Toulcs les differences des a enlre parentheses sont posi- 
tives. 

Si on remarque quo : 

I — «* I < fn 

quel que soit p, on voit que la quantile precedenle est infe- 
rieure cn valeur absolue a : 

fn •[(*»+! ' — “n + a) 4 ( a n + 9 — «n4j) *{' ••• 4 *»+/>] 

done: 

I S„+ p — S„ | < p„a„+ 1 

Si n croit infiniment, S„4/» — S„ tend vers U, done la 
seric est convergenle. 

44. Applications du th6ordme d’Abel. — Supposons 
d’abord que l'on ait : 
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On aura dans ce cas : 

°n+ P ~ «* = e nl * [e ,x -}- e* ,x + ... -f- e plx ] 

-e ,p+, ) lx 


— e nix _ 


- g(n + i)i 


1 — e ,x 

1 _ ePt* 


1 — e ,x 

On Yoit quo le modulo do cette quantity est 6gal a celui de : 

. px 
sin 


2 


qui est infirieur au modulo do : 

1 

sin q 


On pout done prendre : 


2 


I . 2 ! 


Cclto quantile sera flnie pour toulcs les valeurs de a qui 
no sont pas des multiples pairs de tc. 

Done, en multipliant les termes par les quantitis positives 
et decroissantes : 

a,, a, ... a n ... 


on obtient une serie convergcnte, sauf pour les* multiples 
pairs de n. 

On arrivera aux mimes conclusions avec les series : 


cos Mia? 
^ sin mo : 
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qui sont respcctivemcnt lea parties reelles et imaginaires 
do la seric: 



Si on prend deux quanlilds cv 0 et a; 4 comprises entre o et 
2it et que l'on fasse varier x do manitii e quo l’on ait : 


o < .-c 0 < a; < x x < 2* 

on pourra trouver une quantile M independanlo do x telle 
quo l’on ait toujours entre ces limitcs: 



On voit done quo la convergence sera nnifonno entre a; 0 
et x t ; le reste cst done inferieur u: 


En supposant «„ = on obtient les scries quo nous avons 
dejii cludiecs : 

„ vi sin tix 

bt - 2 j — 

vi cos no ; 
b “ 2 j n 

45. En faisant : 
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on okticndra dc momc les series: 



Sg cl Si soul uniformeincnl convergcntes. lin diet, les lermes 
sont rcspeclivcment inferieurs n ceux de la serie : 


I + |,+ -4 3 + - 


qui esl absolumcnl convergcnte ct dont les tcrmcs no de- 
pendent pas dco?. 

Done S 2 ct Sg represcnlent des fonctions continues cl pe- 
riodiques. 

11 on sera uvidemment do nidmo des scries S 3 , S 3 , etc. 
Ciierchons la deriveo de S,. On a : 


t/Sg 

do: 


- = S{ 


mais,pour quo ceci soil legitime, ilfaut quo la seric obtenue 
par la differentiation soil unironnement convcrgcnte ; e’esl 
ce qui a lieu pour la serie S{, cotnme on l'a vu, saufpuur 
les valeurs singulicrcs tv = 2h n. 

On aura, sans restriction : 
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mais la derivee seconde -j-* est discontinue pour x = 2Kjt. 
Considerons maintcnant uno s6rie do la .forme: 

S= ^ P„ cosna 

dans laquelle P„ represente un polyndme en - ; 


p = *£ 4- }'P +<■ 4. ... 4_ *E±£ 
n n p ■ »p + * ' 1 


Enconservant les notations ci-dessus, la valeurde las^rie 
sera: 

(1) S = >. p Sp -f- Xp+jSp+j + ••• 4~ flS p+ ,. 

Prenons maintcnant la serie : 

^ a„ cos >10; 

dans laquelle a„ est supposd developpable suivant les puis- 
sances dc -• 
n 


l>„ =, hi i ... 4. h. 

" «P “ ' M* 

n _ i ... 


do telle sorle quo l'on aura : 

f»„ = P„ + R„ 


i 
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et la s6rie sera: 


^ P" 008 nx 2 003 nx 

La premiere de ces deux series, en vcrtu del'4galitd(l),est 
continue, ainsi que les derivees jusqu'a l'ordre (p — 2) inclu- 
sivement; la derivee d’ordre (p — 1) est discontinue pour 
a> r= 2hit. On a: 


k 6tant un nombre fixe . La sdrie : 

V. cos nx 

est uniformcmenleonvergcnte, ainsi que les series auxquelles 
conduisent les q — 2 premidrcs differentiations. 

II en sera done dc m<5mc de la serie : 

y R„ cos nx 

de sorte que les derivees de cello serie sont continues jus- 
qu'a l'ordre (9 — i). 

Done la serie: 

y a„ cos nx 

a scs derivees continues jusqu’a l’ordre (p — 2) inclusive- 
ment, cl se comporte commo les series : 

S p et S'p 
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Supposons mnintenant : 

a„ = y.„ cos ntf 

6tant developpable suivant les puissances de -• 

On pourra considercr la seric donnee coinmo la somnie 
des deux suivantes : 

COSII (;c — t) + 2 008,1 <* + »)■ 

La premiere no peut avoir de discontinuitequc pour : 
a;=2A7t-}-^, 

et la seconde pour as — 2A- — f . 

Mais cela n’aura lieu que si le ddveloppoment conticnt 

un lerine en -• 
l)e memo, si 1’on a : 

a „ = ).„ cosh? + sin iif -f- cosh? -f- jjl,' sin h?' -f- 

il lie pourra y avoir dc discoulinuitc quo si l’on a : 

x --- 2/. 1 - ± ? ou x = 2/t- ± ?\.... 

46. Supposons mnintenant quo Ton nil : 
a, , — 

t clout un nombre posilif, ct a„ elnnt tel que: 


i i < h. 
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La serie : 

^ a„ cos nx 

est une fonction boloniorplie de x. 

En elTct, on peul l’dcrire : 



Ces deux series sont des fonclions liolomorphcs de x. 
Done leur somnie esl aussi nne fonction holoinorphe de x. 

Considcrons maintenant, d'une mani6rc plus generate, la 
sdrie : 

y, «p„ (<) cos nx 

en supposant <p„(0 developpablc suivant les puissances 
croissanles de t. 

Soil: 

(i) = «« + + *?.'■ + + nw + 

Cette serie est-clle une fonction liolomorplie de t ? 
Chcrchons, d'abord, si l’on peut grouper les terrnes qui 
contiennent une memo puissance de l. 

Coin potirra se faire si lu serie: 

^ tp„ (t) cos nx * 

est obsolumcnt convergenle; ce qui aura lieu, par example, 
si la sdrio : 

22 1 i 

est convcrgentc. 
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Supposons en parliculicr: 

el supposons que l’on ail : 

».« = *. + £ + & + + £+■■■■■ 

A 0 , A,, A a ,... A p ... ctanl ties fonctions dc l doveloppablcs 
suivant les puissances croissanlcs de t. 

Pour que le terme general tendc vers zdro, il faul quo l’on 
ail : 

A 0 = o. 

Nous supposcrons, d’abord, que Toil a aussi : 

A, =o. 

On aura : 

Supposons cetle sdrie convergente pour : 
j* < « t < r- 

Alors la quantile : 

doit lendlc vers zero, done on peut trouver un 
que: 

|p» | a fy < M 


nombro M lei 
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222 “CW 


cst convcrgcnio, la serio : 

ssswGy™ 

sera absolumcnl convergentc. 

Sommons la premiere <lc ees series. 

liffccluons d’abord lasommalion par rapport a </. On a: 

SS«C=)' [*+;+?+ ]■ 


22 “(s^- ^7- 


Sommons par rapport ii p, on a: 


sr3[® + ® + -] 

Y 

M ~ 

_ y « a « a 


Cette serio cst convergentc, car olio cst comparable ii la 
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Ainsi done, si <f„(l) no contiunl pas do termo en -> laseric: 

^ (0 COS,iA ' 

est une fonction liolomorplic de t. 

Supposons quo ( l ) contionnc un terme en -» on posera : 

<?« — + % W 

et la serie deviendra : 

. vi cosna? , Vi t r.\ 

A, — — + 2j % (') “ s >“• 

On voit quo la serie est encore unc fonclion holomorphe 

de t , puisqu’il en est ainsi de A, et de ^ i]/„ cos tuc, et que, 

d’autre part, lo coefficient ^ ~~~~ est independant de l. 


CHAPITRE V 


PROBLfeME DE L'AHMILLE 


47. On appclle armiUc un fil de tr6s faible seclion, for- 
mant un circuit forme. On se donnc la distribution initiate 
de la temperature dans l’armille,et Ton demando quelle sera 
cette distribution quand on aura laisse l’armille se refroidir 
librement pendant un temps quclconque. 

L'equation du mouvement de la chalcur dans un fd est, 
comme on l'a vu : 


(‘) 


rfV 

clt 


+ 


a\ = k 


(PV 

tlx 1 


aet k etant des constantes, ct x representant la longueur du 
fil comptee suivant son axe a partir d'une certain^ origine. 
On a vu qu’en posant : 

V = Ue-«‘ 

l'equation se reduit k : 

rfU dHJ 
dt ~ k dx 1 
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SI 


Clioisissons l'uiii!)* de longueur do manic-re quo la lon- 
gueur ilc rarmille soil 2^, cl I'uidle de temps do inaniero 
quo /; = 1. 

On aura alors : 


( 2 ) 


tfU _tfMJ 
dt * do? 


U doit el re line function pdriodiquc tie os cl dc periodo 2s. 

L'equalion riiffcrcnticllcdoit elrosalisfaito pour les valours 
positives do / ; et. pour / = o on doil avoir : 

U ==/>’) 

f(x) (Slant line function donnec. 

I .’equal ion difforonticllo (2) admet commo integrates par- 
liculicrcs : 

u == cos nan c~" s< 


Iin ejl'el, on a pour ces deux cas : 
»*k 
- n s H. 

II rtfsulle dc la quo: 


du __ 
dt “ 
<Pu _ 
das 1 


U = V a n cos nx e~"' 1 + ^ b n sin nx er n ’ 1 

sera aussi line integrate de l'cqualion (2). 

I.a fonction f(os), qui a pour piSriodc 2^, peut so develop- 
per par la scrie de Fourier. Soil : 

f[x) = y («„ cosine -J- K sin iw). 
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Considdrons afore : 

U..-= V a„ CDs Hxr~' fii -f- ^ f/„ »in nsoer»\ 
Kn posant : 

«„ = a„ cos no) -j- b„ sinHw; 

on a : 



48. Nous allous vtfrifior quo U sntisfnil mix conditions do 
l’cnoiieo. 

La scrie qni rcprescnlo f{pi) csl, par liypolliuso, oonver- 
gcnto. Done: 

| a a cos ned fj„ sin nx | < 

k etant uno conslanle, et coci a lieu quel quo soil'a; en 
partieulier, on faisant successivcinent (c = o el x = on 
voitque: 

I «„ | < * I K I < A. 

Nous allnns demontrer quo, pour t >o, U ost unc fonction 
holomorplio do a et do t. 

Nous avons vu quo les series : 

^ a„ cos fia;, t 

]£ *.. sinn*. 

reprdsentent des fonclionsliolomorphos do IB, si on n : 

I *» I < 

l etant un noclire posilif. 
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Or, In selio U so compose de deux nnlros snlisfaisnnl evi- 
dernment ii ccltc condition, car on a : 

| a„er' ,, ‘ | < f(e- n \ 

I 

puisque 1’on a : 

J a„ | < h \K\<h. 

Done la serie U est line fonelion liolomorphe do cc. 
Cliangcons l cn / -f- f‘> on nura : 

U = 2 

Supposons I > o, et prenons /< assez polit pour quo : 
i — h > o. 

U est nlors devcloppahle suivanl los puissances crois- 
santes do h. Hn cfTct, on a : 



Nous avons ainsi U mis sous la forme d’unc serie a double 
enti ce quo l’on doit A'ahord sommer par rapport a p, et ensuite 
par rapport a n. 

Jo me propose do inontrer quo U est uno fonelion liolo- 
morphe de h , et pour cela de developper U suivant les puis- 
sances dc h. Cela revient ii changer l’ordre des termes de la 
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sdric, on )cs ordonnanl par rapport anx puissances tie h , 
e'est-a-dire a sommer la scrie d 'abord par rapport a n, cl 
ensuile par rapport a p. 

Pour quo 1’on puissc ordonner ia seric suivunt les puis- 
sances croissantcs do//, il suflit quo la seric soil nhsolunicnt 
convorgento. Or, lc lormo general cst moindre en valour 
absoluc que celui do la seric : 



qui est convergcnle; on cffel, elle cst egalea la sdrio: 
et foil a par hypothec : 

t — h > o. 


Done, d’aprds ce qui precede, U cst line fonction liolo- 
morplic de x ct do / pour Unites les valeurs positives de t. 


49. Nous allons ddmontrer maintenant que U satisfait a 
l'cquation (2). 

On a : 


rfU_ v 

dt ~ 2Li 


«*M„ e ~ n **, 


dx- 


Pourqucccs series rcprescnlcntveritablemc.it les derivecs 
de U, il faut qu’elles soient uniformement convergentes. 
Quel que soil /, nous pourrons prendre assez petit pour 
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quo Ton ait : 

o < l 0 < i. 

On voit alors quo lo tcrnic general do la serie prdcedentc 
est plus petit on valour absolue quo : 

nVie-” v * 

qu> est lo terme general d'une serie convcrgentc dont le 

tenne general no depend ni de x ni de I. 

n dU , d J U ... ... , 

Jjonc ct ^-5 sont men rcprescnlocs par la sene: 

S— v-'. 

On en conclut aisement quo la fonction U satisfait ii 
1'eqtiation differenlicllc. 

Reste a savoir si U se reduit a pour t = o, c’osl-a- 
dii’o si, quand l lend vers zero, U (end vers f (a;). Coci n’ost 
pas evident, puisque nous lie savons pas si U est liolo- 
morplie pour. I = 0. 

Appliquons le theordme d'Aliet a la serie f[x), enprenanl: 
a„ = c - "**, u„ — a,, cosnx -|- b„ sin nx. 

Le reste de la serie ainsi formce, qui est precisement la 
serie U, sera tel quo : 

| R„ | < 

et comme on suppose t ^ o : 


1 a. 1 < 

Or, la serie Ew„ etant convergenle, on peut prendre n 
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assez grande pour quo p„ qui, d'ailleurs, no depend pas do 
l, soil aussi petit qu’on vent. Done la seric U csl uniforme- 
nient convergcnlo par rapport a / ; la somine do eeltc serio 
est done uno fonction continue dc /. Or, pour / = o, elle se 
reduit a/' (<w). Done, quarnl t tend vers zero, U tend vers f (x). 

50. En general, pour /= o, la serie ne sera fonction liolo- 
inorplie ni de x ni de /. En effel, pour /= o, on peut se donner 
arlutrairemcnl la fonction f (as) ; par consequent, cllo peut 
etre discontinue, ct U ne sera pas alors uno fonction liolo- 
morplie do x. 

Pour voir quo U n’est pas, en general, fonction Iiolomorplio 
de f, clioisissons f{a>) dc fa?on quo Ton ait : 

f(x) — o pour 0 < at < rc 

f (x) ayant des valcurs quelconques quand ce est compris 

entre — « ct 0. 

Pour (>oon ne pourra plus avoir uno telle distribution, 
e’est-a-dire qu’il ne pourra pas arriver quo U soil conslam- 
ment nul dans un intervallc flni, car on a demontre que 
U etait alors une fonction liolomorphe de a?j cl on sail qu’une 
fonction holomorphe ne peut etre nulle dans un intervalle 
fini, si petit qu’il soil, sans etre idenliquemenl nulle. 

Inequation differenliellc : 

riU cP U 

dl dx* 

nous donne, par differentiations successives: 
dH. J _ rf 3 U 

eft* dx 1 dt 

<PU 

dl d.v- dx* 
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no 

IVofi 1'on ; iire: 

/PU _ d<U 

ill 1 ~ da * 

et, d’unc fa«;on generate: 

d>‘ U _ iPpV- 
dll' ~ 'da*p‘ 

Remplacons dans ces liquations t par o, et as pr<* hue 
valour comprise entre o el r. l.es derivecs par rapport a 
seronl nullcs, puisque f [os) rcste conslnnnncnt niillo dans 
cel inlervnllc ; il on rcsullera quo les durivees par rapporl a 
I sont aussi nulles. 

Hi done U dlail. line fonclion liolomorplic de/ pour l — -o, 
die scrail developpnble an voisinngc de / = o, el on nurail: 



Tous les coefficients etant nuls, l) serait idenliquement 
null memo pour des valours positives do I , et nous avons vu 
quo ceci est impossible. 

Done, U n’esl pas, on gdneral, fonclion holomorpho de 
t pour l = o. 

51. On aurait puse poscrleproblemcdelafaQonsuivanle: 

Quelle devaildlrc la temperature ii tin instant t„. pour quo, 
au temps /,.> t 0 , la distribution des temperatures soil faile 
suivant une loi donncc. 

Mais un tel probleme n’a pas, cn general, de solution. 

I'm efiet, prenons /, = o, on a / 0 < o. La solution, si elle 
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cxistiiit, scrait «!oimeo par la seric : 

1J= '2 l u,e—\ 

qui n'cst pas converyentc <?ji dans ce cas. 

52. Expression de U par une integrals d6finie. — 

Nous avons trouvc : 


a ^fcMjh 

,u 

ti, = TiiilJisii- rf3 . 

*' -n 


Ucmpla^ons dans la foncliou U ces coefljcicnts par lours 
valours ; on aura : 

‘r-K 

en posant: 

(3) <•) r- 1 -f 2 V rosn — a), c- • ’< 


On rcconnait ici la fonclion O de Jacobi, dont les pro- 
prietes sontconnues. 

53. Nous allons transformer la fonction U en nous ser- 
vant des proprietes de la fonction 0. Les fonctions Qpcuvent 
se mellrc sous une infinite de formes differentcs. On passe 
de l’une a l’autrc en passant d’un sysldme de periodes a tin 
autre equivalent. 
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Pap exomple, on pornnilnni les pcriodcs, on nbticnt des 
formulas «le transformation donl nous aliens faire usage. 
Adoplons les no" ions d'Hnlphcn. 

Soiont : t< la variable indcpcndanle, 2« el 2w' les periodcs. 
On poso : 



q = r'~‘, s = e i7lr 



= 1 -j- 2 ^ q”~ cos 2« -v 

Pomp passer de eelte function h la function 0, qni entre 
dans la formulc (3), il suffit de poser: 

q = d~‘, x — z — 2?tu 

llalplicn demontre I'identitc suivante (■) : 

», \/\ 

Posons maintenant : 

z, = e ~ » q, = e 

On a alors : 

>4\ = r)='Z 9 ' , *'‘" 

(>) Fonctiom elliptiqiies, tnmc I. page 26i. 
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Pour rcvciur a la fonction (•), on a: 


D’oii : 


Done: 


Vl = V7 

s =\/is“ 


Comme on a: 

t — j’rtT, X — 3 

on a: 

A = -j (i> — «)> = — & 

On a done: 

(4) e = 

On voit done quo la fonction 0 qui figure dans U pent sc 
meitro sous la forme de deux series diffcrenles (3) el (4). 

La premiere converge rapidement quand t esl tres grand, 
el laseconde quand l est tres petit. 

54. Nous allons verifier dircctement que la fonction U, 
exprimee au moyen do la fonction 0 prise sous la forme 
(4), satisfail aux conditions du prohleme. 

Pour voir que U satisfait a l’equation differentiellc (2), il 
suffit de voir que cliacun dcs termes de 0 salisfait a celto 
equation. 


r = 2stl« 

— x — 2a«) a 
it 
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On voit facilcmcnt qu’H suffit de verifier que la fonclion : 


salisfait a l’dqualion (2). 


Kn eflfet, on a: 


_ _ * ,-i 4 . — e~?’ 

,n 9 ' e T ' 21= e 


ithi _ 

da,* ~ 


\ -l _1 o,3 . 

- - / a c *• -I- / 3 — ■ e 

2 i 1 « 


etl’on n, par suite: 


dir ,] ffiii 
dt ~ dx 2 


t/U </ 2 U 

eft • " dec 1 


Pour demonlrcr ce fait rigoureusement, il faudrait etalilir 
que la convergence des series est uniformc et faire un rai- 
sonnement analogue a celui que nous avons fait pour la pre- 
miere forme de la fonction U. 

Remarquons ensuile que 0, et par suite U, sont des fonc- 
tions periodiques de cc et de periodc 2-x. 

Reste a voir maintenant si, pour t = 0, U tend vers f{x). 

On a : 




Lorsque<tcnd vers o,les cxponentielles contenues dans 0 


Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheque nat 


EXPRESSION IJK U PAR UNR INTKGRAMi DKKINIK l>3 
tcndenl rapidcment vers zero, sauf cellos pour lesquellcs 
(-u — s — 2»Jt) poui avoir des valours tr6s voisincs do zero ; 
ceai n'aura lieu quo pour lo termo: 



Done la serie se reduil ii : 


lin posant: 

s = m + y 

et, remarquanl quo l’integrale lie sera differenle de zero quo 
pour des vale'urs inflniinent petites de y, on voit quo l’on a * 

Comme on n'envisage que les valours infininient pelites 
do y , f{ec -j- y) differe Ires peu de f[x). On peut done rem- 
placer f{x -\- y) par f(ce) et faire eortir f{x) du signe J'. 

On a alors : 

Comme l tend vers zero, on peut donner a l’integrale des 
limites quelconques, par exemple : — cc el -(- « » ol on a : 



=/(*)■' 


Done U tend vers f (a;) quand / tend vers zero. 
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PROBLEME DE L’aRMILLE 


55. Nous avons fait choix d’un systeme d’unitGs particu- 
lieres. Nous pouvons maintenant relablir rhomogeneite. 
Soit 2 1 la longueur de 1’armiUo. Nous remplacerons partout : 

x 


et : 


Dans les formules obtenues de cette fagon, nous ferons. 
croitre l indefiniment ; el, commenous le deniontrerons, nous 
obtiendrons ainsi la solution pour le cas d’uu fil indefmi. 


At xH 
l 2 


CIIAPITRE VI 


FIL INDEFINI. - INTEGRALE DE FOURIER 


58. Nous avons obtenu pour le probl6mo de l’amiille la 
solution : 



ou l'on a: 

0 = 1 + 2^ e- ni > cos n(tc — z) 

ou bien : 



En faisant lc changcment d’unitcs dont nous avons parle, 
on obticnt : 
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etTon a dans ce cas: 

0 ril 1 -f 2 ^ e ! \ ‘ cos y [x — s) 


0=-r= y. e 
Posons maintenant : 


u = J h‘) .gn* 

Qlq = Zq -j- 2 V. S qe~ cos q {x - 


ou Lien: 



Si on suppose que l croisse indefiniment, 8 q lendra vers 
zero, et, commc on doit doimer & q toules les valours mul- 
tiples dc Zq, on voit qu'a la limite la somme qui figure dans 
la premiere des expressions de 0S</ devient unc inlegrale, el 
l'on a, dans ccs conditions : 



INTEGRALS DE FOURIER 


99 


et on a: 

lira Qlq = 2j* e- k ‘i it cos q (a — r) dq. 

Dans les memos conditions, la scconde forme dc 0S q 
deyient : 

lim05<y = 

Tcls sont les resultats obtenus quand la longueur dc l’ar- 
mille croit indefiniment ; nous allons raoutrer que ces for- 
mules donnent bien la solution du probl&mc dans le cas du 
fil indefini. 

La premiere solution a ete donnec par Fourier, lii scconde 
par Laplace. 

57. lin identiliant les deux valeurs oblenues pour Hm 08 j, 
nous obtenons : 

ou, coinme la fonclion sous le signe J est une fonction pairc: 
fe-Ji” ms s)tlq — 

Nous allons verifier direotement cc resultat. On Sait que 
l’on a : . 

Xr’ * = y? 

Celle cgalite est encore vraie si, au lieu d’integrer le long 
de ox , on inlegrc le long d’une parallele a cet axe. 
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FIL IKDEFINI. INTKORALE DE FOURIER 


Posons done, dans la dernidre egalile : 

*' = + if 

a et p etant des quantiles reellcs. 

On aura : 


«P* a dq = \jr.. 

Fgalons les parties reelles : 

J e~*V cos2a£i? e? 3 a dq =’ 

D’ou : 

J «-*V cos 2 xtiy . dq = \/jt • 


x r= \'/f/ 

5 ~ 2 v'^7 


V s * cos q [x — -~) dq = \J~c ■«* 


C. Q. F. I). 


58. Solution de Fourier. — Celte solution repose stir 
une transformation de la serie de Fourier. 

On a vu qu’etunt donnec une fonction f{x) ddfinie outre 
— ti et :: par la serie : 


t W = ■ 'Zfi />) cos u (x — s) is 

on pent, par un cliatigeiiicnl d’unites, la representer enlre 
— / cl + /. 
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On trouve ainsi : 

/(«)■=-! y i /'(*)o osy («■— t)* 


■ is/™ 

/(<?)_ = ^ cos -y- no + &„ sin ^ xj 

«„ = cos ^ * <?*, 

6„ ~ sin 7 * 


Posons, corome nous l’avons deja fait : 

T ■=.?•.- 


7 = ?? 


■= =■(?) 

6 » = *(?) *?• 


On aura : 

A») = 2 [f (5) «» *» + ♦(») ■•!■> !*] 5j 

ct Ton a pour f(q) el *|(g) les expressions : 
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FIL INDEFINI 


On conQoit done que, si l croft, on aura a la limile la repre- 
sentation de la fonction f(x) entre c o et -f- oo , sous la 

forme : 

f{x) = fl? (?) cos + '{' (?) sin ?®] rf ?i 

avec : 

Nous allons voir dans quelles conditions on peut etre 
assure de la possibilite d’une telle representation. 

59. Integrate de Fourier. — Supposons qu’uue fonc- 
tion f(x) satisfasse a la condition de Dirichlet, e’est-i-dire 
que Ton ait : 

/■(*) = ft (») — /»(*).■ 

/", et f 3 etant deux fonclions constamment finics ne croissant 
jamais ; de plus, nous supposerons que, quand cc tend vers 
dbtc , f t et f 3 tendent vers une infirnc limite finie et deter- 
mindo, de telle sorle que : 

lim /*(») = o. 

Considerons les integrates o ( q ) et <j» (y), nous allons mon- 
trer qu’elles sont fillies el dclennineos . 

Prcnons, par exemple : 
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Divisons le champ d’integration cn deux aulres : 

ShS+J? 

et occupons-nous sculemcnt de l'integralo : 

Jj-{2) sill?** 

Nous voulons savoir si cclte integrate a un sens, e’est-a- 
dire si : 

Jf[s) sin {« * 

lend vers une limile determinee quand l croit indefiniment. 

Pour cela, supposons d’abord que f(z) soit positive, ne 
croisse jamais ct tende vers zero, quand z croit indefiniment. 

Decomposons I’intcrvalle d’integration en intcrvalles par- 
(iels : 

SbM- 

i 

f[z) sin qz sera alternativemcnt positive ct negative dans 
cliacun do ces intcrvalles, et Ton voit, comme precedemment 
pour la serio de Fourier, que les integrates vont en decrois- 
sant. De plus, lc terme general tend vers zero. Cc terme 
csl, en oiTet : 

J f{z)&\nqsdz. 

11 tend vers zero, car le champ d'inlegration reste lini, et 
la fond ion f{ 2 ) tend vers zero. 
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FIL INDEFINI 


Si nous revenons au cas general oil f[z) satisfait & la con- 
dition de Dirichlet, on a : 

/■(*) = /!.(»)— r, N 

lim f K = lim f 2 = <?. 

D'oCl : 

i = (r, - ?) - fa - <?) 

— ?) el (/a — f) sont desfonclions positives ddcroissantes 
et tendant vers zero. 

Les resultats precedents sont applicables a ces deux fonc- 
tions, et par suite k la fonclion f{x) qui est leur difference. 
Les mfimes considerations s’appliqueraient a l’integrale : 

J*f [z) sill qzdz 

et aussi a l’intcgrale : 

J f {?) cos qz dz. 

60. Considerons dune fa?on generale : 

J f (z) cos q (x — z) dz 

et supposons d’obord f{z) positive, decroissante et tendant 
vers zero; quand x croit indcfinimcnt, cos 9 ( 0 ; — z)s’annule 
pour des valeurs dc z en progression arithmetique : 

h, h-y — - 

Supposons que nous remplacions l’integrate consideree 
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fn z) cos q [x — z) dz 

et cherclions une limito de l’crrouv commise.. 
La valour de cetle crreur est : 

fftfcosq (® — *)aV. 




JT 

Nous avc:is une s6rie allernee. Done, la valeur absolue du 
premier termc est une limitc superieure de la valour absolue 
de la serie; el la valeur absolue de la difference des deux 
premiers termes en est une limite infericure. 

Supposons, pour fixer les idees, le premier terme posilif; 
on a alors : 

l <f„ </, 

Retranchons parloul J ' , il vient : 

/ +J f /+* 

J, <J, <S 

Retranchons du premier membre la quantite J qui 
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cst positive, on aura : 


<r<r 

Considdrons maintenant l’intdgrale : 

f(z) cos q [z — x) dz. 

Le champ d'intdgration est inferieur a ctla fonctionsous 
le signe J' est infdrieurc a f (/). On a done : 


J t /■(s)oosj(i^-a! its <- q tV) 
De mdme, on a : 

I A+aS I 

\f h . rw ««»(»— 

On a done : 


Supposons maintenant que f(s) satisfassc a la condition de 
Diricldet el lende vers zero quand z croit indefiniment. 

En dcsignanl par o la liinile commune dc /”, ct /*,, on pren- 
dra commo preeddomment : 

(a — 
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Si nous considerons l’integralo : 

Jf (s) cos ? (ft! — S’) rfs, 

olio s'ecrit: 

— ?) COS? (a? — z) ds —fy* — <?) cos? (a; — z)xlz. 
On cn conclnt aisemcnt : 

\frw »08 3 («■_.,)* |<|K W + f, (9 — 2 ?!- 


On trouverail dc memo une limite superieurc de l’inle- 
grale : 

f f (s) cos? (a? — s) t Is. 

61. Soil mainlcnant : 

F (?) = ? (?) <=° s ?* + i (?) sin?* 

(cos?s cos qx -f- sin?s sin qx) 



on, en posant: 


II = cos ? (a? — s) 

f (?) —J jw». 


Nous avons ulo conduits a l’cqualion : 



FIL INDEFINI 

f \x) — fv \<i) dq. 

Cost ccttc egalild qu’il s’agil majntcnant de dcmontrcr. 
Les integrates ^ ( q ) et <!» ( q ) sont bieh delermindes, comma 
on l'a vu; par suite, la fonction F(<?) Test egalcment. 

fin realite, nous voulons demonlrer qua f{x) csl la lirnile 
do l'integralc double : 

oft: 

11 r= P& COS ^ (0) — z) 

lorsquc d’abord l clensuile <5 croissant indcfiniment. 

Considdrons cello integrate double. On peul y inlerycrlir 
1’ordre des integrations, puisquo les limites sonl tinics : cc 
qui nous donncra : 

(1) j'dsfhdq 

Or: 

(2) 

Admettons pour le moment quo l'integralc : 

J'd'j ’J' lids 

est la lirnile de l'integralc: 

Jj'v/'iw-- ■ . ' ■ 

quand l ciolt inddfinimcnl. 


108 

ou bien : 
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INTEGRALS I)E FOURIER 
En porlanl dans l’intdgralo(l) la valour do : 


ftldq 

v o 


tiree do l’cquation (2), et faisant cnsuitc croitre l indclini- 
lnent, on voit quo l'intcgrale double primitive sc reduit a : 




sing — 


et dans colic inlegrale nous devons faire croitre [l indelini- 
inent. 

On voit que nous relombons silt* l'inlegralc de Dirichlct. 
Divisons le champ d’inlcgration on deux : 




Dans la picim6re inlegrale faisons : 


et dans la secomlc : 


I/integralc devicnl: 




j rto 4- .v) smjy tltJ sin dy 

iut s'ecrii 


Co qui peut s'ecrire : 


(. 1 ) | + 
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Or, on sail que, si a csl uno quantile positive finic ou 
infmic : 


f 


a pom* limito, quanil ,S croit indefinirnent : 



En appliquant co resultat ii l'integrale preccdenle(-i), on a : 

JprjJ’hs) c 0S{ (* - ,) 

Et, dans le ens oil f (a?) est continue : 



cos q [x — 2 ) dz = f (a;). 


62. Toutefois, il resle a montrer que l'integrale 



est egale a la limite de : 

f <l<l f 


quand il croit indefinirnent, ceque nous avons provisoirement 
admis. 

Ceci ne presenlerait pas de difficulte, si la limite infdricure, 
au lieu d’etre zero, etait une quantile positive a. 
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Considerons, cn cffet, la difference : 

(5) j (If/ j \\(h — J \tq j If dt= J 'dq Wdz -\~J ilq f ||rf* 


Jo dis qu’elle lend vers 0 quand l croit indefiniment. 
On a vu quo : 

I j'J (*) cos? (-0 if, (0 + A W — 2 ?1 

Soit : 

*M -r, (4+AM-*?- 

On sait que to tend vers 0, quand l croit indefiniment. 
On conclul do I’iuegalite precedenle : 


el, comme l’on a : 
il cn rtisultc ; 


On a done : 


IX" 


9 >a 

IXH ^ 1 


On aura un resullat analogue pour l'intdgralo': 

ShSsf 

Done, comme w tend vers zero, on voit que la difference (5) 
tend vers zero quand l augmenle indefiniment. 
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FIL 1NDKFINI 


On a done : 

fttrj j* ildz = lim (pour l = x) J'dq 

= lim fils = J'tfs f Ilefy. 

Nous somnies done amends a considdrcr l’intdgralc : 

J'ds J'hdq 

et, pour ddmontrer la formule de Fourier, il suffit d’dtaldir 
quo cette integral© tend vers /(&), quand % tend vers 0 ct p 
vers l'infmi. 


En effecluant la premidre integration on oblienl : 



Nous avons dej& trouve la valcur de la premidre integralc, 
et tout revient a ddmontrer que la secondc tend vers zero en 
mcmc temps que a. 

En suivant la merae marche que prdeddemment, on trans- 
forme la seconde integralc en la suivante : 



satisfait & la condition de Dirichlet. On peut done ecrire : 
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5 , el g.j elanl ileux functions positives dccroissanles el len- 
dant vers zero. 

Moultons, par cxemple, quo : 




lend vers zero avec ct. 

On a, cn cffet : 

Jti M J 'J <J ?, ( y ) s '^ ?y 

ct cn posant : 

caj = u, 

la dernierc integrate devicnl ; 

/m\ sinti , 

*< (;)—*■ 


fl' 


Quand a lend vers zero, 11 en est de ni<5mo de o t . Done 
l’intdgrale: 


fr 


tend vers zero. Le raisonuement serait lo m6me pour les 
autres integrates analogues que Ton a a cnvisager. 

Par consequent, l’integrale : 


. e 


A*) »(«— s ) 


lend vers zero, en raeme lemps que a. C. Q. F. D. 

PROPAGATION DE LA CIIALEL'R. 8 


Source gallica.bnf.fr / Bib 


I iotheque nationale de France 



114 F1L INDKFINI 

63, Application. — Soil une fonclion f{w) telle quo : 


f(ao) = e~ x si x > o 

/"(a;) = e* si a? < o 


fife) est alora une fonclion paire. 
Done : 

i (?) = ° 


et: 


?(«) = 


if; 


9 ( Ag) cos qzdz 




■ cos q-. 


dz 


On voit quo <f [q) esl la parlie rcelle do : 
2 d: 

La parlio reellc est: 




2 1 


On a done : 
Si a? > o : 
Si x < o : 
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PROPRIKTIiS DE L’INTEGHAl.E DE FOURIER 
64. Nous allons etudier los deux integrates : 

J ' ? (?) cos ( l M dq 

I? (?) sin?®# 

” o 

considerees comme fonclions de x. 

Si Ton avail: 

?.(?) = o 

lorsquc l’on a : 

q > a % 

la premiere integrate, par exemple, so rcduiraita : 

I ? (?) ™s g* <te 
U 0 

et I’on voit quo c’est une fonclion Iiolomorphe de x. 

Pour 4tendre ce rcsultat, nous allons d'abord etudier l’ln- 
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tigralu ; 

PM=/t 

prise le long d’une combo quclconque ile longueur fuiie 
dans Je plan dc la variable q. 

Nous allons demonlrcr quo l 1 ’ (*) esl uno fonctiou liolo- 
morplie do 

Soil L la longueur du cliemin d’inlegration, et soit p le 
rayon d’un cercle ayant pour ccnlrc l’origine et comprenanl 
la courhe ii son intcrieur. 

Nous supposons y[q) quelconquo, mais finie, c’csl-a-dirc 
quo Ton a: 

I t('l) I < M. 

On a : 

On en ddduit : 

pw-2 A " i0 ’ 

enposant: 

A. =£?(?) 

On voit immedialement que : 

Done les lermes dc la seric F(w) out des modules infe- 
rieurs aux termes de la siirie qui represenle le developpe- 
ment do : 


MLe?*. 
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Done la fonclion F (x) cst liolomorplio dans tout lo plan. 
85. Considdrons, on second lieu, l’integralo : 

i r .(»')= /»(?) e ~' ,x ti i 

0 o 

dons laquello nous supposcrons x > o. 

Jo dis quo cello fonclion F, (.r) sera liolomorplio dans 
lino region comprcnanl la parlie positive do l’axe des quan- 
tiles reelles. 

Rernplacons a: par as -f- h. 

On a : 

c -9( x+aj Q-qx ^ 

Done: 

F, (® + *) = 2 A**" 

enposant: 

A » = f? (?) «~ ?I d <l- 

J o 

II s’agit do demontrer quo la serio SA n h n cst convergente 
si h cst assez petit. 

Comme on a supposd os posilif, on peut trouver un 
nombre positif y tel quo : 

o <y <x. 

Or, on a : 

4-i n! 

d’ou Ton ddduit, tons les tormes do cettc sdric dtant positifs : 
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On n done : 


ou Lien : 


< A i 

j 0 


| A„ I < I Me-*?* — dq 


I Ah I 


M t 

i rw—y) 


On voit done quo les coefficients des puissances do h dans 
Ic ddvcloppemcnt de F,(« -f- h) ont des modules infdrieurs 
aux tormes do la seric : 


2 5 - 


M 1 
— yy" 


Done la serio F 4 (<e -f- ?') cs * convergent si l’on a : 


I k | < y. 

80. Nous allons appliquer les rcsullats precedents ii 
l’eludo do l’inlcgralo : 

C'^ dq 
J o 

en supposant o: positif et on supposant aussi quo o{q) s’an- 
nulo lorsquo q croil indefiniment, e’est-a-dire quo Ton a, 
lorsquc q esl suffisamment grand: 

*w=^+:^+- 

La fonclion <?(q) pourra avoir ii distance finie un certain 
nombre de singulariles. Soil L un contour passant par l'ori- 
gine, situe toutentier dans le premier quadrant et cnlouranl 
tous les points singuliers situes dans ce quadrant. 
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Soil C un cerclo nyanl pour centre t'origiuc cl conlenaul 
1c contour L it son intcrieur. 

Prenons I’intdgrale: 


JrM ? (tf) <b/ 

lc long du contour X, C, Y, L. 



Cette intdgrale cst nulle, car lc contour considdrd ne con- 
sent aucun point singulier h son intdricur. Done on a: 

X+/o+/, + /l=° 

Quand on fait croitrc indefiniment lo rayon du cercle C, 
J tend vers zdro. 

Dans l'intdgrale yfaisons: 



120 I»H0I*U1HTKS UK l/INTKORAMC DB FOlilUBH 


on aura : I 

1^- J "f (/fs) cr P x W[ i == — « j c-P* </!i 

el, d'apnis eo quo I'nn a vu plus haul, cello integrate est 
line fonction holoinorpho do x. \ 

j csl egalo a Ja soinme dos rdsidus (a iih faclcur pres) 
coiTCspondant aux polos conlonus dans 1c contour L. 

Done ^ csl uue fonction liolomorptio dc x. 

I I resullo dc colic analyse quo: ( 

f= I?)- */ ; 

csl uno fonction holoniorphc do x, quand x csl posilif. 

La parlic niello el la pai-lie imaginairc dc cettc fonction 
sonl done dos fonclions lioloniorplics ; ccs deux fonctions 
son l ; 

J o ( q ) COS qxilq 

f f ( 7 >.sin undq. 

J 0 

Quand on change x en — x, ccs fonctions conscrvont les 
mdines valours ahsolucs. 

Co sonl done encore des fonclions holomorphes dc x. 

Cost done sculemcnt pour x = o qu’clles cosscnl d'etre 
holomorplics, 

67. On peul donnor do ce fail une autre demonstration | 

qui a l’avantagc d’etre applicable a la scric dc Fourier. 
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Onnsidcrons la scrio : 


^ ? (») ‘ 




pour ties valours suflisammciil grandcs de ». On sail rpic 
cejto soric rbprfisonto une function liolnmorplic de as, sanf 
poiir : 

x = 2 /.-. 

Il exislc dcs quantiles a el M tellcs quo: 

| A,, | < 3\l«" 

piiisquc (p(aj) cst convergeiilc; et, dans cos conditions, elle 
sera convcrgcnle pour : 

» > a. 


En supposant q eiilier tel quo : 

q > a 

on pourra ccrire : 

£ ? („) «'"* = 0 („) + ... + -f(, — 1 ) 

+ 7 ('/) «' 5 ' + - 

Los q premiers lermes du dbveloppcmenl sonl toujours 
dcs fonctions linlomorphes do x ; il suffil done d’cialdir 1c 
llieorbme pour : 


2 ?!»)"""■ 
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•'o : 

el cn dilTcrenlianl (p — I) fois par rapport a h : 

t=£l ' 

J 0 n>‘ 

el : 

»w=S^ 

= J'« L: f i s ! ,h 

en posant : 

i . v V 1 '- 1 - 

ct on a dvidcmmont : 

iH ! )i <M S(fSir= Mr '‘'" 

Cherchons mainlcnanl: 

S v (")«'”*• 

9 

Celle quantile csl cgalc a : 

[e»<- s '+<*» -}- e ! ’+ «>!-*+'*> + ...1 

•'o 

oil bicn : 

68. Pour niontrer direclcincnt quo celle fonction esl holo- 
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morpliu par rapport ti nous considdreions d'nno loijoii 
plus gdndralp l'inldgralo : 

'(?,«)* 

K dtanl unc fonction liolomorplic par rapport aw. 

On aura: 

+ (*,» + *)* 

«t: 

F (*■+*)= 2 A"''" 

F etant liolomorplic cn w, ccl le seric sera convcrgcntc pour : 

I h | < p. 

Soil M lc module maximum dc F a l'intdricnr du ccrclc de 
rayon p. 

Nous allons demontrer quo si : 

fmh 

J 0 

a une valour finio, <1* nst unc fonclion liolomorplic de cc. 

Eli otTot , on a : 



et l’on a : 

■i*(^ + *> — S D ”*’ 

cn posant : 

l!„ = 
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Done : . 

i a, i < 4 ft i* 

f Jo 

et les tenues do la aerie «I> (a; -f- It) out leurs modules infe- 
rieurs a ceux de la serie : 

S (?)”./>'* 

qui est evideinment convergcnte si : 
fUcls 

J O 

a une valour flnie. 

69. Appliquons ces resultats a la fonction : 

S ?w«'" 

f 

quo nous avons mise sous la forme : 



A'ous avons a examiner le terme : 

1 — e~ t+ix 

Cliangcons jj en o: + l> ■ on a : 

«>-'/ • jj/yfr-V 

1 — e~ : e lix * k ) 
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Si x est different de 2for, on peut prendre h assez pelit 
pour que le denominateur ne s’annule pas. 

Done : 

j f /?(*+*) | 

| r~ «-•«/!.**■ | < i* 

Le maximum du‘ module de la fonction a integrer est done, 

si I I < f • 

Mae"* 

Tout revient a montrer que : 

J' Mae<“ dz 

a une valeur finie; celii resulte de ce que : 

a < y. 

70 . Hevenons a l’intdgrale de Fourier et considerons : 

I o (7) cos qx da 
J 0 

ou l’on suppose que, pour 7 suffisamment grand, & (7) est 
developpable suivant les puissances de - : 

D’aprcs co qu’on vient de voir, l’inlegralo sera une func- 
tion continue de x, sauf pour r. — o. 

Que se passera-t-il pour x == o? Nous ullons demontrer 
que si : 

I ?(■/! I < p 

l’integralo est uue fonction continue, memo pour x — 0. 
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Pour cela, nous allons fairc voir quo l’on peut prendre 
une quanlite /i assez petite pour quo: 

1/ ?(?) [cos? (« -f- h) — COS qx) dq | < e 

On peut decomposer l’integralc cn deux aulres : 

frf+i: 

La premiere integrate cst une fonc lion holomorpho dans 
tout le plan. 

L’element de la sccondc inlegralc cst infdrieur a : 


u; !</!'-” 


et nous pourrons prendre p assez grand pour quo l’on ait : 


Cela fait, on pourra prendre h assez petit pour que la 
premiere inlegralc soil aussi inferieurc a — • 

Supposons inainlcnant quo la seric conliennc uti lerinc 
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On a: 

ft (?) si nf/»rfj ~f~ ' s '“' ia ‘ d ' 1 + Ja inj® + -J rf? 

La seconde integrate du second membrc esl une fonclion 
continue, quel que soil x. 

La premiere est egale a : 

5 A, pour x > o 
ou: 

— | A, pour a < o 

ct elle est discontinue pour x = o. 

On verrait do memo quo la fonction : 


/ 1 


\/l + 


llq 


devient infinic pour x =.• o. 

La condition nccessairc ct sullisantc pour que la ddrivec 
soit egalemcnt continue pour toute valcur de x est quo lc 


developpcment de o[q) commence par un lermc cn 
Si Ton avail: 


i_ 

2 3 


o[q) = >. COS qy p. sin qq -{- ^ COS qf* -j- |J.' sin ftp' + ••• 

il nc pourrait v avoir discontinuitc que pour : 

ffl=±5, a; = ±«p'... 


Tous ccs thcoremes soul analogues il ccux que nousavons 
rencontres Jans l’eludc de la serie de Fourier. 
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71. Nous avons vu quo f{x) pent se representor par I'into- 
grale de Fourier : 


f(cc) = COS r/X -f ^ i'j) sin ctq 

•' o 


Or, on a, en rcmplagant cos^a; par des cxponentielle; 


En cltangeant dans la seconde inlegrnle. x en — x, clle 
devient: 


J'q [q) COS q.V (Iq = jjj =•(*/) e 1 ** if q 


On verra do indnic 


J'H'l) V** dq, 
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GH A PITRE VIII 


EQUATIONS LINEA1RES ANALOGUES A CELLES 
DE LA C11ALEUR 


72. La melhode q«e nous avons employee pour integrer 
l’equalion : 

rfU d 2 U 
dt dec 2 

peut 6tre elendue a d'aulres equations lineaires, lelles quo : 
l'equation des cordes vibrantes : 

'dt 2 ~ dx 2 

et liquation des tclegraphisles: 

a. o c ii _ 

dt> + ~ dt ~ dec 2 
que 1’on peut transformer en posoiil: 

V = lie - 1 
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on obtientalors: 


d 1 U _ .. 

~ "r u - 


On peut toujours considerer les equations ci-dessus sous 
ces formes simples, en supposant qu'on ait fait disparaitre 
les coefficients numeriques par un changemenl d’unites. 

Dans les trois problemes, nous nous donnons la valour de 
U en fonction de a? pour l = o 
Gellc condition suffira pour la premiere equation, mais it 
n’eii sera pas de memo pour les deux autres ; pour ces der- 

nieres, il faudra se donner aussi la valour de ^nr en fonction 
df 

do a? pour t = o. 

La raison de cellc difference est que les deux dernieres 
equations sont du second ordre par rapport a l ; nous revien- 
drons, d'ailleurs, sur ce point dans la suite. 

Nous allons appliquer une melhode uniforme pour l’inte- 
gration des trois equations. 

73. Equation du mouvement de la chaleur. 

rfU rf*U 

dt dx 1 


Nous allons cliercher a satisfaire a cette equation par une 
fonction de la forme : 


On aura, dans ces conditions : 
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et: ■ 

rf 2 U , , 

-J - ?? dd ' 4 

-U satisfera a l’equalion proposes, si l'on a: 



c’esl-S-dire: 

<? = a. erf* 

a etant une ccrtaine fonction de q. 

On oblient alors: 

U =J'<ic-'/“ , e i, / x dq. 

II faut quo, pour t ■;= o, U se reduise a la valour iuilialc 
doimee. On pout supposer cello valour initiate misc sous 
foi'me d'integrale de Fourier : 

f <> (</) C'l* dq. 

Done U salisfcra a tonics les conditions du probl&mesi 
l'ona ; 

u -J'ni) *■ ''' ’>'!■ 

74. Equation des cordes vibrantes. 

rfHJ _ c£U 

dt* ~ dx* 


Clicrclions, coniine precedcminent,a satisfaire a ('equation 
par uno fonction do la forme : 
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£U _ fdh, 

dt 1 ~~ J dfi e 




La fonclion U salisfera a l'equalion differentielle, si l’oi 



L’integrale dc cclte equation pcul sc mcllre sous deux 
formes differentes : 

f css a COS ql - f- {5 sill qt 

qui donne: 

U — (a COS ql -f- p sill qt) e"l x dq 

ou bien: 
qui nous donne: 

U = fji* t'l dq -f J pi'll*-*] dq. 
l)e celte ninni&rc, on voit quo l'intcgrale esl de la forme : 

u:=K(«?' + o + tfi (* — 0. 


11 s’ugil maintenant de determiner U par les conditions 
inilialcs. 

Prenons la premiere forme trouvee pour U. Supposons 
quo les valours iniliules dc U, ^ pour t~ o, soient devc- 
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loppces en integrates de Fourier : 


U 0 = J bc"‘* (if/ 


En faisant ( = o dans les expressions de U ct de et en 
idcntiflant avec les valeurs prectfdentes, on trouvc : 


x = 0 

8 = 5i. 


La solution du probltmo est done : 

U = 0 ( q ) cos qt -f- sin qt J e"> x dq. 

75. Equation des t616graphistes. — Nous avons vu 
(jue cctle equation: 

cP\ . „ dV tP\ 
dt dl~ da >» 

peut sc ramener par le changcnient : 


V = UtH 


& la forme : 


Comme prccedcinment, nous nous donnons les conditions 
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EQUATION DES TELEGRAPHISTES 
initialcs sous forme d'integralcs de Fouiicr : 


U„ = /•(*) = fmtfe'i-dri 

J -05 

Cherchons encore a salisfairc & l’equation par une fonction 
de la forme : 

u = 

On a, comme prdcddemmenl : 


d i U 
dt* 

fWJ 

dx l 


=f 

=f— dq. 


llvient, en identifiant : 
D’od : 


<f = y cost \lq* — 1+8 sill 1 ^ 7 * — 1 

Y et S elant dcs fonctions de q qu’il s’agit de determiner. 
Pour que U se reduise a U 0 pour t = o, il faut que : 


Considdrons -r-: 
at 


Y = 0. 
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Pour que ceci se r&luiso a ^ il Taut que : 
8 \ !q' — 1 = 0,. 


Ainsi done : 



est la solution du problfcme. 

En remplacant les cosinus ct sinus par des exponentielles, 
on a : 

U = dq 

en posant: 



Dans l’expression dc la fonction U figurent les fonctions : 


et: 


cos< >}q i _ — 1 
sill l y [ q 2 1 


On peut se demandcr si ce sont des fonclions uniformes 
de q. Cela a lieu, en diet, car elles ne changed pas si on 
change le eigne du radical. 


76, Discussion. — Nous allons nous donner commc pre- 
mier exemple les conditions initiates suivantes : 
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f{m) ct f K (x) seront nulles pour : 


en supposant: 


c < b ou x > a 


h < a. 


Dans l’intervallc de b a n, nous supposerons quo f[x) ct 
f { [cc) sont egales, par exemple, a des polynumcs cntiers en x. 
On a dans ces conditions : 


(*) e-" iz . 


2 * 

e-ti'- 


9= Jf 

J u 

Cherchons l'intcgralc : 

Jzr c -ir- dz. 


Considcrons pour cola : 

r a . c- f 'i a — e- i '' b 
Jb i q 

DifFdrentrons p fois par rapport a 7. 

On obtient : 

(- lyfU-.,' d , = ,-w (i) + (?) 

'•©-.Q etant des polynomes en 
I’nr consequent, Oqui est unc soinnie de tcrmes semblables 



138 EQUATIONS ANALOGUES A CKLLKS DE LA CHALKUR 


a celui quo nous venons dc considdrer, aura la mdmc forme; 
c*l il on sera do indme pour 0, . 

77. En se rcporlant h la definition des fonclions a. et [i 
trouvcesplus haul, on aura : 


a = v!e-‘i a -f- a"c~ , 9 fr 
p = p'e~‘i a -f- (fe-W. 


On pent toujours ecriro: 


e‘ 1 1 = (q, l) 

— e -Ht^ { ( ?| i ) 

On a, d’ailleurs : 


+i to. 0 = + (»..— ')■ 



et pour q suffisamment grand, le second mombre est dcvc- 

loppablo suivant les puissances do il en sera done de 
mdme de •}> ( q , t) et de -J., (y, <). 

L’integrale U peut se decomposer en quatre autres de la 
fa^on suivante : 


U =J z^e"K r - a + ‘) tlq + J « 0 ^<ll*-b*t) dq 

+ yV'r'i e , i {x - a ~ t) clq + /Y-}, e‘H*- b -‘>dq. 

Chacune de ces intdgrales est du type de celles que nous 
avons examinees a la fin du chapilre precedent. 
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U est done une fonclion holomorplio do x el ile /, sauf 
pour les valours suivantes do x : 

b — I, a — /, b -f- 1, a 1. 

Nous allons demontrer qne pour : 

a? > a -f- < ou x < b — t 

on a : 

U = o. 

Soit par excmple : 

x > a -}- / 

Pour le point considere, au temps l = o on avail : 
x > a 

Done on avail par hypothese: 




tf*U_ ri 3 U ■ rfU 
dl 3 ~ dl. dx* dl 
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Done, d’aprls cc que Pon vient de voir, les derivees > 
rf 3 U 

soul nulles pour l = o; cl on prouvera de mime quo les 
derivies d’ordre superiour s'annulcnt dgalemont pour t — o. 

Par consequent, la fonction U, qui est liolomorphe et qui 
s’annule avec loutes scs derivees pour / = o, esl idenlique- 
menl nullc. 

Or. voil ainsi que les qualro discontinuites sc propagent 
avec une vitesse conslantc. 

On pout remarquer que les clioses so passenl tout autre- 
ment que dans le cas de la propagation de la chalcur. On a 
vu, en offet, quo dans ce cas la fonction U est liolomorphe en 
x pour loutes les valeurs positives de /, el qu’elle cesse de 
Pitre pour l = o. 

78. Nous avons vu que la solution de Pcquation dcs cordes 
vibrantes peul se meltre sous la forme : 

U = F (x -f /) + F|(« — 0 

D'ofi : 

f^F-^+o-Fj 

Donnons-nous les conditions initiates dc la fagon suivante: 

Pour : 

x > a ou x < b et t = o 

on aura : 



Dans ces conditions, nous allons montrer que pour : 



DISCUSSIOX 


on a: 

U = o 

lin effcl, on n pour: 


l — o ct x > a 
F(a>) + K,(.B) =o 

F'M - 1'! W = “ 

i*!u differential)! la premiere equation, on obtienl : 

PW + P«*)=o 

On a done: 

F'(») = o 

F({«) — ° 

ct, par suite : 


F(») = C 
f,m = -c 


pour x > a 


On verra de mdrne que l’on a : 


til 


!'(*)= (: i 

F,M=-C, 


| pour x ■■ 


On en conclut «pie : 
pour: 
ou: 

Supposons : 


U = o 


x > a + / 
x < b — l 
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et considerons line valcur dc as lellc quo : 


a — t < x < 1/ 1 . 

Dans ces conditions, on aura: 

u = c-c, 

Ainsi, des quo Ton a : 



U cesse d'etre constante dans deux intervalles : 


dc (A 4" 0 u (« -f~ /) 

ct: 

de ( b — /) h (a — /) 

79. llevenons au probldne dcs tclcgraphistes, en faisant 
une hypothec particuliire. 

Nous supposons qu'a l'inslanl initial on a, pour toutes les 
valeurs de x : 

/>■) = o 

d'oii : 


-sauf pour : 


1 I W i= « 
— e < as < e 


•ct qu’en outre on a pour ces valeurs : 


/; (a:) = 


f 
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On cn dcduil: 



(, = irrSl ! = 5!!!i! 

' * 1 .— ««_, 4 * 

Nous supposerons, d’ailleura, e iuliiiiment petit, do telle 
sortc quo 1'on aura : 

0 , = 1 . 

Cola ctant, on aura : 
u = 

J Ji’-i 

Ce qui peut s’oer-re : 



. Les fonclions placces sous le sign ej duns clmcunc dc ces 
deux integralcs ne sont pas unifonnes. 

Considerons la premiere do ces integralcs. 

Pour eviter les deux points siuguliers : 

? = — 1 ? = + l 1 

nous allons inlegrer le long du clicrnin : ABODE. 

Pour evaluer celle integrate, nous supposerons d’abord 
x -f- t > o, et nous inlegrerons le long du contour ferule : 


ADCDEMA 
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EMA etant une deini-circonferonee ilo rayon Ires grand et 
ayant pour centre l'originc (/?//. 18), 



Fio. 18 . 

1/e contour en question no comprcnd a son intdrieur aucun 
point singulier; done l’inlegrale tolale esl nullc. 

L'inlegrale pout s'ccriro : 



D'aprds l'hypotli6so faite sur (a? -f- /), on voil que l’inte- 
gralc I prise le long do la demi-circonference tend vers 
zero, quand le rayon croit indefiniment. Done l’integrale 
prise le long de A13CDE est nullo. 

80. Supposons maintenant : 

* + 1 < o 


Nous considcrons encore le cheinin A13CDE, el nous y 
adjoignons la demi-circonferencc EM'A (fig. 19). 

L’integrale le long de cettc dcmi-circonfcrencc sera nullo 
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L'integralc I dcviendra : 

cor on voit aisement quo, lorsque (j suit lo contour ddsigne, 
<p varie de 0 a 2^. 

Ddveloppons l'oxponentielle cn sdrio : 

pi 

Or, on a: 

t A- cc I 'o 

t cos<p + to simp = c'9 4 — e~ f f 

On a done: 

e /* fiB9+ ,«9 9 V K f - + - ^ g,y + (*~ ”) e ~' !J P 

Zj - 2 P-p\. 

I/iniegrale considcree so r£duit, par suite, a : 


car on a : 


lorsque : 


l / y !M! 
V, 2 ' («’■)’ 


((’ — a.- 5 )* 


df 

2 2n (2 m) ! 


) e«? d ? = 
k =A o 



L'integralc clierclice a done pour valeur : 


I 


v - »*) " 

Zl 2 3 » (:»!)» 
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81. On recommit 1c dcveloppemcntde la fonclion do Bessel : 
1 = *. 

Done, en resume, si on a : 

as -f- 1 > o 


I = o 


as -f- t < o 

)ii a : 

i .=*• j..(V5=p) 

Do mGnie, I'inldgralo; 


ylT K 

\V-— 


dq 


ne differant de la prccerlentc quc par 1c chnngement dc l en 
— t, on voil quo si : 

as — t >- o 


I. = o 


1, = *J, - ?) 


Or, nous avons : 


U = I — I4 
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Done nous avons, pour los difteren tos valours do les 
valours suivanles do U : 

Si: 

. > r- 

on a : 

U S=0 

ot si : 

.•b* < < 3 

U = „J. (\GTTii) ' 

D’apres la definition do J 0 , on voit quo J 0 (kb), oft Ton 
suppose x reel, orott avec la valour absoluc do a, 

Lc maximum do : 

J„(v> -•'<■> 

a done lieu pour x = o, e’est-a-dire au milieu do la partio 
obranlce. Pour une valour donnee do J 0 va on augmentant 
avec l. 

On s’en etonncrail si l’on no sc rappelait que le potent iel 
n’csl pas dgal a U, mais a : 

V == Ue-' 


Or, quand t esl Ires grand, la valour asymptotique do 
J 0 («) esl : 


Ac-' 

\’> 


A etant uno cortaino constantc nuincrique. 
Done la valour asymptotique do V ost : 


DISCUSSION 
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oobien : 

-A 

\'i' ; • 

82. Ainsi lo polentiel diminuo, bien quo U croisse, et il 

.. . 1 

diminuo (.■oinme -?.• 

\<i 

Supposons mninlcnanl : 

f = o 

pour toulcs les valours do x. 

D’oii : 

0 = o 

el: 

fi=0 

pour: 

x > a ou . os < b. 

f\(x) ayanldes valeurs donnees dans rinlervallc do b a a. 
On a dans co cas : 



On sait qu’on peut interverlir l’ordre des integrations. 
Posons alors : 
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cl l’on aura alors : 

D'npr&s ce quo Ton a vu lout a I'heuro, si : 

>— *) ! >-<■ 

on a : 

K = o 

et si : 

G* - ~~ a ) < I* 

on a : 

K = -J„ (V(» — s) ! — (') 

Ainsi K est nul a moins quo l’on ri’ait : 
x — t < s < a! + t . ' 

Dans l’inlegrale U, on pourra done prendre comrac limite 
superieure la plus petite des deux quantites : 

a et (a; -f- /) 

et, commo limite inferieure, la plus grande des quantiles : 
b et {ce 1). 

Supposons: 



e’est-h-dire : 

b + t > a —l 

II y aura cinq cas a considcrer : 
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<y > a -j- /. 


b + i<a<a-\-l. 


u = ftp J» W<®-- ■>• — '*) 

J x-l 


a — t < (B < l> + t. 


0 = i, *, 


& — t <x < a — f. 


On a: 


U =J ^ Jo (#> - *) a - < a ) dz. 
5° Enfln, soit : 


co < b — /. 


On a : 


U = o. 


Supposons maintcnant : 


b + / < a — t. 
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On peut done prendre so lei que: 


b + t < x < a — t. 

Dans ce cas les limites d’integration sont: 
(0 — I) ot (»; -1- I) 

et l’on a : 



Les autres cas se discuteut comme pour : 



83. Considerons inaintenant le cas inverse du precedent. 
Supposons : 

r, = o 

pour toutes les valours de sc , d’ou : 

0, = o. 
lit : 

r =o 

lorsque l'on a : 

so > a ou so < b . 


On aura dans ce cas : 

(1) U = J' 0. cos< \lq a — dq. 

La solution dans le cas precedent ctait : 


( 2 ) 


H 


.BMWNV-_l e<vx , 

W-i 
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La solution du probldmc qui nous occupe se deduit de 
celle-ci, en differcntiant la formule (2) par rapport a l et en 
remplagant et 0, par f c t 0. 

lit on aura, suivont les differenls cas, en supposant comma 
precedemincnt : 



1° Pour : x > a -f - 1 

U = »; 

2° Pour : 



en rcniarquanl que : 

J 0 (°) — 1 ; 

3° a — l <x<b-\-t 



o° x < b — I 


l) = o. 

Si nous supposions : 



on aurait 

b + ( < a. — I. 
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On pourrait done prendre : 

b -f- t < x < a— t 

et, dans ce cas, les limites d'integration pour U seraient: 

(x — t) et (it* -f- 0* 

En remarquant quo ces deux limites sont fonctions dc t , 
on a : 

u =X^ +fl -^ +fl2 ^ 

el, lorsque l tend vers zero, on voit que 1'on a : : 

u=V(»). 

Dans le cas plus general ou f et out des valours qucl- 
conques dans l’intervallo (&, n), mais sont nulles au dehors 
de celinlervalle, on obiicnl la solution generate en ajoutant 
les deux solutions purticuli&rcs obtenuesdans ce qui precede. 

84. Representation graphique. — On peut represenler 
grapbiquement les rdsultats des discussions qui precedent. 



V 

l'To. 21. 


Nous representons l’etat initial de la perturbation en 'por- 
tent les it* en abcisses et les U en ordonnees, ce qui nous 
donne la figure 21. 


REPRESENTATION GRAPHIQUE lob 

Nous reprcscntons de memo par une courbe l’etat de la 
perturbation au temps I, ce qui nous donnera pour la propa- 



FlO. 22; 


gation de la chaleur, du son et de l’electricite les trois 
figures 22, 23, 2-i. 



Dans le cas de l'clectricite, 1'existence du residu a une 
tres grande importance pralique, et peut troubler les resul- 



lats des mcsurcs de la vilesse de propagation de l'electri- 
cile. 



136 EQUATIONS ANALOGUES A CELLES DE LA CHALEUR 
On peul remarquer que, si a — b est Ires petit, c'cst-ii- 
dire si la perturbation cst de eourte duree, le champ d’inle- 
gration du terine residuel est petit et, par suite, cetcrme est 
negligcable. 

(Cf. Les Oscillations Meclriques. Paris, Georges Carre, 
1891, pages 179 el suiv.) 


GHAP1TRE IX 


M&T1I0DE DE LAPLACE 
FIL OU SOLIDE INDKFINI 


85. ilevenons a liquation du mouvement de la dialcur 
dans un fd : 


( 1 ) 


d U d 1 U 

dt. * dx l 


llcmarquons quo : 


U =- r e 
\ r l 


4f 


csl une solution particuliere de luquatioii (I). 
Si done on pose : 



? elanl une fonction aibitraire, V salisfcra a 1 equation (1). 


158 MKTIIODE I»B LAPLACE 

II faul quo, pour / = o, on ait : 

v=rt») 

Posons: 

S = x -f- 2* \j~t. 

On a : 

V = 3 (® 4- 2* v'O n-’-'dx 

ct pour l = o, ceci sc reduil a : 

V = 2 J' o (a?) e~ x ‘ dt = 2 \/tt ^ (a?) 
II faut done quo 1'on ait: 



Done la solution du problem© cst : 



Si /’resle finie pour 5 Ires grand, l'iiitdgralecsl linie. 
f pcul mdtne devenir infinic sans quo l'inldgralo cosse 
d'dtrc finict 
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Soil, par cxcmple : 

r=e* 

V = dx 


ct ccltc integrate a line valour finic. 

Si dans la solution gdnerale nous faisons t < o, on trouvc 
unc fonclion imaginaire. 

La solution csl purement illusoire. 

On a vu, ell effel, qu’il cst, on general, impossible do 
trouver line distribution qui, an bout d'un temps domic, 
reproduise unc distribution de temperature donneeal’avance. 

86. Identity des deux solutions. — Do la solution de 
Laplace, nous nous proposons de deduirc celle de Fourier. 

Nous avons demontrd la formulc: 


v/f 


= J' e-v‘‘ cos q{.V — \)dq 


Or, nous avons trouvc : 



a rf' 


l?n rcmploi.-ant : 



par sa valeur, on oblienl: 

V: 


■Oir* 


OS q{o: — 5) dqd\ 
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METHODE DE LAPLACE 


En remarquant que la fonction ii inlSgror cst une fonction 
pairc de 7, on pent ccrirc : 




e - ? 5 ' cos 7 (« -- %) d\ 


et si 1‘on pose : 

F(7) =/? cos q {x — 5) d\ 

011a: 

V = /«-«"' 

0 

O 11 aura aussi : 

l'te) = ft'/) co s'/ ® 4- +(«) s i"7* 

oil posanl : 

y('/) = f'S 00s jE </; 


>=ff 

b J'~ZT s * ll ?5 '/I 


87 . Nombre des fonctions arbitraires. — II y a un 
point sui* Icqucl Fourier revient ii plusicurs reprises : il 
s’agil dn nombre do fonclious arbitraires que comporlc la 
solution du problcmc. 

Fourier sc donne la [bnclion V («) pour t — o, cl la solu- 
tion lie comporlc qu’uiio sculo fonction urbitruire. 

II li’eu sera it plus de memo si 011 sc donuuit jiour x — o 
la fonction V (/) ; il faudrail alors sc donner, par example, cn 

outre, la vulcur dc cn function de.< pour x = o. 



NOMBRE DES FONCTIONS ARBITR AIRES 1G1 
Lela rcsulto do la tlieoric generalc dos equations diffd- 
renticllcs, car ('equation est de la forine : 

dV_d*Y 
dl dx 1 

On peut, d'ailleurs, s’en rendre compte de !a manidre sui- 
vanlc. 

Soil : 

V=2 A,„ 

On aura : 

”jg — ^ ( >n 4* !) A(m + n.n 
et: 

D’oii, cn identiflaut : 

(»• + 0 Aw+tt, = (» + i) (>■ + 8) A, 

Formons le tableau dcs coefficients : 

Ao.o ^i.i ^i.o ••• 

Ap.i A|,i A,., ... 

Afl.J A,,;, Aj.j ... , 


On voit done quo la relation de recurrence pcrnict de 
calculer les coefficients de la (»* + l) no colon ne, connaissant 
ceux de la m mo , on bicn ceux de la (n -f- 2)' ligne, connais- 
sant ceux de la « me . 

imioimu.viion m: i.\ ciialeiii. tl 
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MfiTIIODE DE LAPLACE 


On voitdonc quo, pour determiner ia fonction, il faudra se 
donner ou bicn les coefficients dc Id premiere eolonne, ou 
bien ceux des deux premieres lignes, e’est-a-dire, dans 1c 
premier cas, V ( a ;) pour l = o, ct, dans le second cas, V et 
^ en fonction de l pour a? = o. 

On a done, suivantlecas, uneoudciix fonclions arbitraires. 

88. Considerons l, w, V comme les coordonnces rcctangu- 
laircs d’un point. 

La fonction V sera rcprcscntce par unc surface. 

Si l’on se donne la valeur de V en fonction de x pour / =o, 
ou en fonction de l pour x = o, cela revient a fairc passer 
la surface par line courbe donnec : dans le jiremier cas, on a 
une surface bicn definie, et dans le second cas on oblient lino 
infinite de surfaces ; dans cc dernier cas, toules les surfaces 
obtenues coupent le plnn t = o suivunt ccrlaincs courbcs 
c'c"e’ ... 

Cos courbcs no sont pas quclconqtics, car rune d'enlrc 
elles suffit pour definir la surface qui la conticnl. 

Voyons quelle esl la propriety commune a ces courbcs. 

Supposons que pour a? = o On ail : 


V = ?M=o 



L'equalion difTercntielle lie change pas si on change 
V on — V et x en — x. Les equations mix limitcs ne 
changcnt pas non plus ; done V est unc fouclion impaire de x. 
On devra done avoir: 


/•(*) + /■(■-») = 


EXTENSION DE LA SOLUTION DE LAPLACE 103 

C’csl-k-dire quo les courbcs c'c"..... sont symctriques par 
rapport a l'origine. 

Si on suppose y[t) quejconque, considerons deux surfaces 
V, et V a de la famillc, coupant le plan t = o suivanl les deux 
courbcs G, cl C a dont les liquations sont : 

V, =/,(*> 

V,=/iM 

Pour co = o; on a : 

■ v,-v, ..= ,(() 

Considerons la fonction V, — V a , ello saiisfait a l’equalion 
differcnlielle, s'annule pour ic = o, ct se veduit pour l = o 

ni'W'T AW- 

On a done : 

f\ («»)+/i ( — <») = f a («») -f /j(— «0 

On voit done quo, si on se donne la valeur de la fonction 
pour x = o, on no pourra plus se la donucr d’une inunicrc 
quelconque pour / == o. 

11 resulle des considerations precedents que la question 
du noinbre des fonclions arbilraircs qui cntrcul dans la 
solution d’une equation differcnlielle csl denude de sens par 
elle-meme. 

89. Extension de la solution de Laplace au cas de 
tl*ois dimensions. — Considerons mi solide indelini a 
trois dimensions. 

L’equation dti mouvcnicnl de la chalour est, coniine on l’a 


METHODS DE LAPLACE 


£ = mv 


ou, en choisissant convenablcment les unilds : 

II faut que, pour / = o, on ait : 

V —f (®, y, *). 

Pour resoudre le problems, nous poserons : 

, .fed B? 

U, = -U « 
ft 

5 etant unc constante arbitrairc. 

Nous avons demontro quo l'on a dans ccs conditions : 

dUj _ dtU < t 
dl dx 1 


Nous poserons de mdme : 


ft 


De telle sortc que Ton aura : 


rfU., d‘ U, 

dl ~ d>j' 
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rfU 3 d a U a 
dt ~ dz * * 


Soit maintenanl : 


U = U,U a U 3 


tfU <*U. TT T . . d\]n Tin , dU, IT T . 

v, +-rfv,v, 

dx'~ die* UaU3 

f=^>w 


iU =■ S' u = u » + ^ u = u ' + ^ u ' u »’ 


U = 4 e « 

\ r t 


V = /// ’? {5. vj, <) U rf; *! rf? 


fp ulant line fonclion al-foitraire, et l’intcgrale elant ctenduc 
a l’cspace tout entier. 


166 METHODE 1)E LAPLACE 

Cette fonction V satisfait cvidemmenl a l’equation diffc- 
reniielle, car : 


iV = fff 


Comment doit-on choisiro pour quo V se rdduiseii f{x,y,z), 
pour l = o? 

Posons : 

$ = <» -h 2* 

>i = y +8f ft 

5 = ■* + -Y <fi 

On aura : 

= 2 \tf, th 
dr t = 2 V< dp 
dX, == .2 \H dy. 

D'ofi : 


et: 


U = A- e -< a - + [i 5 +? 5 > 

y<* 


V“ jjj ' 8f[®-{-2x\^,y4"2p\^^+2YV<]c' -( * J+ P 2+ Y ! Warf(irfy. 


Faisons l = o dans cetle expression. 11 faudra quo l’on ait: 
f{.c, y, *) = 8 J'J J y (®, //, s) c-i^+P 8 *?*) da. dp. dy. 
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L’integrale peut s’ecrire : 

8? [no, yi 2 ) e ~® s e~7 a dy. 

On sait que : 

J*e~ ai da = 


On doit done avoir : 

f[x, y, z) = 8 \/- 3 <? [x, y, z) 
iu: 

, , f[x, y, z) 

ft®, = 

L’integrale de Laplace devient alors : 


fr m ; 

/ s \l*< i» 


=///? 

, en revenan 


V = lll'^me 5 44)4, 

ou bien, en revenant aux premieres variables : 


l’integrale (Slant dtendue h l’espace tout entier. 


GHAPITRE X 


REPR01DISSEMENT DU LA SPHERE 


90. Nous allons mainlcnant aborder un autre problenie, 
celui du mouvemcnl de la elialeur dans unc sphere. 

Nous supposerons qu’ii l’origine des temps la distribution 
cst telle quo la temperature soil fonclion seulement de la 
distance au centre ; par raison de syrnetric, il en sera de 
memo a un instant quelconque. 

Passons cn coordonnecs polaircs : 

a; = j’ sin 0 cos 
y = »• sin 0 sin 9 
z =»• cosO. 

Noua avons ctabli, au debut du eours, l’equation du inouvc- 
mcnl de la elialeur dans ce systeme de coordonnecs : 

i rfV _ rffY . 2rfV . I d*V cotg O dV , 1 d*\ 

h dt dr 1 + r dr T , J do 8 + r* dH *■“ >•* sin s 0 ' 

Dans le cas qui nous occupe, celte equation se simplified 



REFROIDISSEMENT DE LA SPHERE 


169 


devient : 

1 dV cPV , 2 dV. 

h dl dr 1 r dr 

Nous prendrons comme unite de longueur le rayon de la 
sphere, etnous clioisirons l’unite de temps, de maniere que : 

h = 1. 

L’equalion differcntielle devient dans ccs conditions : 

rfV <P\ . dV 

dt “ dr a T- dr 

L’equalion 


devient ici : 
pour: 

h etant un coefficient positif qui depend du pouvoir emissil 
dc la sphere. 

Pour uchever de determiner le probleme,il faul so donner, 
pour t — o, la vulcur de la fonction Y : 

v = /■(>•)- 

91. Pour simplifier l'equalion differenticlle, posons : 



a la surface : 

dV 


+ h\ = o 

dV . ... 

— AY = o 


= 1 
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On a : 

rfV _ ' 1 rfU U 

dr r dr »•’ 

cPV 1 rf*U 2 c/U . 2U 

dr' 1 ~ r dr 2 r* dr "** r 3 

Inequation (levient alors : 

rfu_^u 

dl~dr »* 

Nous remarquons que e'est l'equation a laquelle on etait 
arrive dans lc casdu HI ; inais les equations aux limites no 
sont plus les memes. 

La condition a la surface.: 



^ »v 

devient : 

i rfU u ; 

r dr . r* + ' 

pour : 


ou bien : 

S = c- 


Do plus, pour t = o, on doit avoir : 

u = »rM- 

Remarquons que U doit s’annuler pour r = o, car on a : 

U ss V> 

el V rcste linie. 
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92. Nous allonsappliquer la methode gtSneralc de Fourier, 
c’est-h-dire chercher un developpement de U en une scrie 
doul les lermes sont des integrates parliculiercs do liqua- 
tion. 

Cherchons, d'abord, a satisfaire a liquation differenliclle 
par une fonction do la forinc : 

U = u.c- V*, 

m ne dependant que de r. 

En portant dans liquation diflcrcnticllc : 

til! rf»U 
dt ~ 


d 2 u 




Done w est do la forme : 

A cos [At* -f- B sin ;ir. 

Pour que U cl, par suite, it s'annulent|)Our r = o, on doit 
avoir: 

A = o. 

Dans ces conditions, nous pouvons supposer: 

B ='l 

el nous aurons la solution parliculierp : 

U == *»— t iS * silllAJ’. . 

11 resle it satisfaire a la condition limite : 

$ = (*-*)" 


Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheque nationale de France 


172 


REFR0ID1SSEMENT DE LA SPHERE 


pour : 

>•= 1 . 

Cette condition devient ici : 

jjl cosj* = (1 — h) sin (a, 

ou,enposant: 



lg^ = Ai*. 


93. Si g salisfait a cettc equation transcendante, U sera 
unc integralc parlicultere. 

Nous sommes done amcnes a discutcr cetle equation trans- 
cendaiilc. 

II est evident que ses racincs sont deux ii deux egales et 
dc signes contraires; ii suffit done de considcrer ies racines 
positives. 

Construisons Ies deux courbcs : 

'J = 

y = Aju. 

II est, d'nbord, evident que la droile : 

’J— A|» 

coupe chaeunc des branches dc courbe en un point au 
moins {fig. 23). 

Clicrclions si elle peul coupcr unc des branches en plus 
d’un point. 

I.aissons, d’ubord, de cole la branche qui passe par l’ori- 
gine; il Taut voir si le rapport pent passer plusieurs fois 
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par la rndme valeur quand varie de (2ft — 1) 5 a (2ft -f- 1) 

Si cela a lieu, la dcrivcc s’annulera au moins une fois dans 
l'intervalle. 



La derivee logarithniique de ce rapport est : 


Pour que cette derivde s’amnile, il faudrail quo l’on edl : 
sin2p = 2,u, 

co qui ne peut avoir lieu dans l’intervalle consider*?. 

Done il y u une racine, et une seulc, enlre : 

(2A — 1) | et (2ft + 1) l 
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94. Reste a examiner l’intervalle deoa^- 
La racine {*. = o est evidenle. 

11 faut suivre les variations du rapport dans cet inter- 
vals. 

On a pour jx = o: 

*££ _ i 

et pour jx = £ le rapport esl infini. 

Or, il ne peuty avoir ni maximum ni minimum dons l’in- 
tervallc; done le rapport va sans cesse en croissant. 

Si done on a : 

A > 1 

il y a une raciue dans 1’inlorvaUc ^0, ; et si : 

A < 1 

il n’y-en a pas. 

95. Nous allons cliercher si l’equution transccndante que 
nous cludions possede des racines imnginaircs. 

Nous distiugucrons les racines complexes el les racines 
purement imnginaircs. 

Nous allons domonlrcr, d’abord, qu’il n’y a pas de racines 
complexes, et pour cela nous emploierons une forinulc qui 
nous sera utile dans la suite du cours. 

Considerons deux solutions U, et U 2 : 
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ct prenons 1’integrale: 



Celle expression esl nullo, car U, el U a s’annulenl pour 
>• = o ;-et pour ar = 1 on a : 


Or, on peut ecrirc l’inlcgralc sous unc aulre forme, cn 
remarquant que : 


rf J U, 3lT 

rf 2 U a 1Tl 


On voit qu’cllc peul s'ccrire : 

I 2 >/ | 

Comme cello expressioji doit <Hre null© on voil que si : 

;• x - 2 W & • - 


/M 


Supposons que l'uquulion Iranscendanlc poss6dc unc raciuo 
imaginaire a -j- pi; die possede aussi la racine conjugate 
i — pi. Lcs functions U, el U a correspondanl a ces deux 
rncincs scronl des fonclions imaginaires conjuguccs, cl, par 
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consequent, leur produit esl positif.Iin outre : 

? .’-u 2 = 4*P«, 

I 2 

quantile differentc dc zero, pnisque la racine esl supposcc 
complexc. Or, l’mtugralc : 

Ju,u s ifr, 

(lout l'clcment est, dans ce cas, posilif, ne pcul clre mille. 
Done Tequalion 11c pcul pas avoir de racines do la forme 

96 . Peul-ellc avoir des racines imaginaires purcs de la 
forme (Jii 

Si cela a lieu, cllc admet aussi la raciuc — pt; el, dans ces 

corn; it ions, est reelle, car sou imaginaire conjuguce lui 

esl egale. 

Or: 



II faut voir comment varie le rapport quaud [1 croil 

de o a o>. 

Pour p — • o, on a : 



Pour ji = » , on a : 


li ne peut y avoir dans l'intcrvallo un tnaxiinuin on tin 
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minimum quo si l’on a dans 1'inlervalle : 


sin 2i‘iJ — 2i|J, 

on bien : 

— 0-2? = 

on, on doveloppanl les oxponcnliellcs : 

31 + a! + 

cc qui n’cst pas possible, lous les lermes etant positifs. 

Done le rapport decrofi conslamineiil et'vn do 1 a 0. 

Pour tju’il y ait des racines purcment imaginaircs, il fau- 
drait quo Ton crtt : 

o < A < 1. 

Or, A ne peul pas avoir uno Idle valour, puisque l’on a : 



el quo h est posilif. 

De cettc discussion il resiillc done quo ('equation trails- 
comlunte : 

•lfl* = A* 


n’a jamais epic des ratines reelles. 
97. Si I’oii neglige la solution : 


on voil quo thaque solution dc l’eqiiation : 

I go. = A;/., 

donne uno integral© particuliulo du probldmc. 

I'KOI'AUATION UK U tllAl.tlil. J2 


Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheqi 


de France 



178 


RtiPROlDISSEMtiNT ])E LA SPHERE 


Si done on a reussi a developpcr rf (i*) en une scric do la 
Forme ; ■ 

r/‘(r) = A. siiijjo’4- A-shipr + ... 4?*V,sini««4* 

i a « i a n 

C-lanl les racincs positives dc I'dquntion. 

I.a solid ion dn probloinc sera : 

U — AjC-f' sin <& -f- ••• + A«e-j; ,< sin yr -f .... 

Pour dcnionlrcr rigoumisemciit que U csl bicn la solu- 
tion, il faudrail faire une discussion analogue ii cello qui a 
etc failc an sujnl du probleme dc I'armille, ce qui sc fcrail 
tout a fail dc la memo maniero. 

Ainsi le probleme csl ramene u celui-ci : 

Developpcr In foncliou >/(>•) cn une siiric procedanl sui- 
vant les fonclions : 

siiiyr, sin yr ..... sill yr ..... 

98. Si on suppose lc dcveloppement possible, on pourra 
en Irouvcr les coeflicicnts par une melliode unalogne ii relic 
quo Ton u employee pour la scric dc -Fourier. 

On a dcniontrc l’idcnlile : 

= o, 

qui pour < >= odovieiil : 



sous la condition : 
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Si: 



on n : 

f sin*!*r (h 

Considcrons • 

»/(»•) = ^ A/ sin |i>* -f- A„ sin pr, 

iniiHiplions Ics deux mcmbrcs par sin (y.r dr, cl inlogrons 
cnlrc o cl 1. 

Oil aura : 

I >•/'(>•) sin [/.v dr = A „ J sin* \i.r dr. 

D’ou : 



Itcsto u dcinoiitrcr la possiiiililc du devoloppptnciil ipic 
Fourier ndmcl sans demonstration. 

I,a suiilc. demonstration rigonrcii.sc csl cclle do C.aucliy, 
ipii so ratlaclio auno mutliodc goneralc pour ddveloppcr tine 
function en tine scric do fonno delcnnincc. 
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CH'APITRB XI 


MET110DE 1)1? CAUCHY 
YALEURS ASYMPTOTIQUES RES EONCTIONS 


99. Nous allons exposer la melliode do Cauchy pour le 
dcveloppement d’tiiie fond ion arhilrairc en serie de forme 
dolernunee. 

Celle melliode esl fondee sur la tlicoric des residus. 

Nous commencerons par rappcler les principes ilemen- 
laircs dc la theorie des foncl ions. 

Uiic fonclion enlidre G{z) ost tine fonction i|ui cst dove- 
loppablc suivanl les puissances cmissanlcs de z, de telle 
soiio que la serie soil cqnvergenlo pour loulcs les valours- 
reolles ou imaginaires dcz. Telles soul, par exemple, les lone- 
lions e 1 , e* z , P(»), P (s, c* 5 , c? ; ), P represcntant tin pply- 
nomc. 

En parliculier, cos z et sin s sonldc cello derniere forme. 

Ces fonctions n’ont aucune cspecc de points singuliers. 

fl{ous avons demontre que, si f (a;) cst unc fonclion quel- 
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conqnc, mais finio, I'integrale: 

/ fi x ) ° a:x 

i. 

I< oiaiil tin t-liomii) do longueur finio, esl line function lio- 
lomorplic do - dans Ionic l'clonduc du plan, c’csl done une 
fonction enticre. 

Considcrons mainlonanl le quotient do deux fond inns 
enliercs: 


Cc sera line fonction meroniorplic dec; clle admet des 
singularitcs qui sont des poles. 

Le theorfcnic dos residus do Cauchy esl 1c suivant: 

Si on comidcrc tni contour forme quetconque G, on a : 

f B («)</*=. 2fc 2 A 

C 

y A etanl (a somme des residua retail fa otto: poles contenus 
(i Vintiricur du contour G. 

Considcrons one sorie de corclos concent riqnes do rayons 
croissants : C,, C,. ... C /n ... elprenons I'integrale : 

flinch 

le long do ces diffdrenls cerclos. 

Supposons quo l'oii ait demonlre d’unc maniiro qucl- 
conque que, lorsquo le rayon dcs cercles vaen croissant sui- 
vfint une certainc loi, I'integrale lende vers une limile finio 
et determinec. 
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Soil 2i"sX cello limite. 

On soil, d'autrc pail, quo : 

/H(')* = »l a, + a, + - + a„) 

A,,A 3i ... A„ elant les residus despairs contcnus al'inti'iieur 
dii ceii-lc l! p . 

Lorsquc le rayon du cercle eroil indefiniincnl, on oblicnl 
a la limilc : 

a = A, + A a ... + A„ -f- ... 

Si esl une fonction dej cl do a;, It (z, .«), les quanlilcs). 
el A,, A at ... font des fonclionsdea;, cl la fonction a so Irouvc 
duvcloppec cn line scrie proeddanl suivant los fonctions A. 

La question so ram6no done a Irouvcr la limilc vers, 
laquello tend : 

/i»w* 

quand le rayon du cercle d’intugralion crolt indefiniinenl. 

100. Nous sommes done amcnes a eludicr les valours 
asymptotiques d'unc fonction cntierc ou mcromorphe, quand 
le module dc la variable croit indelinimcnt. 

Nous allons prendre, tout d’abord, quelques cxemplcs 
simples. 

Considcrons la fonction enliure: 

f(z) = c- — e~- 

Qu'enlend-on par valeur asymplolique do f{z) ? Cost uno 
fonction y (-s) telle quo, lorsque le module de z croll indefi- 
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niment, on ail : 


lim = 

? I- 3 ) 


Dans I’cxcmplc clioisi, il esl facile do voir quo la valour 
asymptotiqnc depend do {’argument. 

Posons, on effel : 

z = pe ,w 

Supposons d’abord : 


La parlic reolle de z os l positive. 

Donc,lorsque p croit iudcliniment, il on esl de mOmcde c- 
ct, nu conlraire, e~ z lend vers zero : la valour asymplolique 
esl done, dans ec ms, e z . 

Si, au conlraire, on a: 


la valour asymptotique de la fonclion sera — e~ : . 

Si l'argument esl un multiple impair de il n'y a pas dc 
limite dclermincc. 

On pourra dire: 

Ces arguments correspondent a des azimuls singuliers. 
Prcnons comme second exemple la fonclion : 


/(*) 


e- -j- e~ s 


D’apres ce quo l’on vient de voir pour l’exemple prece- 
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deni, on roconhnft quo si: 



la valour nsyinptotiquc csl 1, ol si: 



cello valour asymptoliqno esl — 1. 

On a, cnnintc preccdeniment, des azimuts singuliers pour 
les valours do w qui sont des iriulliplcs de 2. 

Si on considere les fonclions: 

e ; — 1 -f c ~ z 
e= + 1 +C-- 

la valour asymptotique esl i, quo la parlio rdellc de z soil 
positive on negative ; ninis il y a encore des azimuts singu- 
licrs pour les monies valours dew rpie precddeminent. 

101. Considerons mnintcnanl un cxemplc un pen plus 
general. 

Soit : 

f{s) = A,®'*! 1 + A 2 e'*3 : -}- 

oq, a a , #„ etanl des nonibres reels ranges par ordrecrois- 
sanl. 

Posons: 

z — p -j- if — pe' w 

Si 0 ) est compris entre o clsj y tcndra vers -}- c© , et, coinine 
l’on a: 
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On veil i|iic, si « rsl posilif, relic expression Icndra vers 
zero. 

Cola pose, nous nitons demonlrrr quo In valour nsymplo- 
lirpm ile f[z) csl dans res romlilions: 


^'- 4 = 4 *..^ + ... + ^^-^ 

H s’ugil do monlrpr quo cliacuii dos lermrs du second 
niembre lend vers zero, el ceci rcsullc immcdialcmcnl de re 
quo nous venous de dire plus haul. 

Si, an confrairc, on avail: 

— z < «•> < o 


Y tendrait vers — x , el 1'on dcmonlrernit quo la valour asymp* 
tolique esl : 

Pour i-i r= o el <•> = - on a des azimuls singulars. 

Si Ton prend le secleur eompris enlro los deux azimuls 
u a el <•>, cludsis demanierc qu’ils necomprenncnl aiiciin azi- 
mul singulier, si l’on a par cxemple : 

o < w 0 •< «•),<“ 

non seulement 1’expression : , 



tend vers zero, mais encore elle lend uniformernenl vers cclte 
limite. 
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Kii cffoi. on <i : 



Or, on a l’unc des deux inegalilcs : 


ou bicn : 


y > p sin w 0 


y > p si mo,. 

Done on pent prendre p asscz grand pour quo la diffe- 
rence : 


JM-. 


soit on valour absoluc inferieure a une quantile c, et cola 
quel que soit «•>. 

102. Prenons maintonanl le cas plus general ou l’on 
aurait : 


f[3) — A 4 C*I s -f AjC*a* + ... -f- A „c*.. s 

a,, %„ elant des quan tiles quclconques reollesouima- 

ginaires. 

Nous reprdsenlerons ces quantiles par des points dans un 
plan. 

Soit : 

«*• = p* *f- ift 

cl soit : 

Z = m -f- iy — p (cos o» -f- i sin w). 
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fia valcur asymplotique sora fournie par roxponenliollo 
donl le inoiluln sera !o phis grand. 

Le modulo do c*k z csl : 


<!?<?**•* 

La quantity : 

p* cosio — y* sin <•> 

osl susceptible d’lino interpretation goomdlriquetrirs simple. 
Considcrons lo point conjiigud do a*, c'est-a-dire syuio- 



triquo par rapport a l’axc op. Soit a* ce point. Abaissons do 
a*, unc pcrpcndiculnirc «*P sur os {fig. 26). 

On aura : 

01* = p* cosn — yti sin m 

comme il ost aisu do le verifier. 

Supposons que z s’cloigne indcfmimcnl dans la direc- 
tion w; le point a qui fournit la valour asymplotique sera 
celui par lequel le segment oP compte en grandeur el on 
ligno csl maximum. 
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Cnnsiderons alors lo poly gone ronvoxe dont tons los som- 
inols appui-licnncnl a 1'cnscnddR des points of, i*| led qu'auciin 
«!o cos points no soil sitin’* ii roxlcrienr do co polygonc. 



Fie. 21. 


('onsidcrons an sommet quelconque, a/ par example, ot 
motions par t( exlericureincnl an polygonc los perpcndicu- 
laires auxdeux colds qui y alinulissenl ; soiont ajS cl *(T. 

Menons par l’origino des parallelcs OS' et OT' a cos deux 
dcmi-droilcs. 

Si la direction oz dans laqudle z s’dloighe indcfiniinent 
ost comprise entre OS' el OT', on voit quo e’est lo point #, 
qui fournira le lerme de module maximum, cl la valour 
asymplotique de f[z) sera: 

A,e*i=. 

On pourra ainsi divisor le plan en aulanl de secleurs qu’il 
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y a do soimnols au pulygonc, ct pour cliacun de ces seelours 
il y aura line valcur asyinplotique delorinineo. 

Quandss’cloignciiidelinimont sur line desdemi-droites OS', 
OT, ..., il ny. a pas de valeur nsymjitolique delerminre : ce 
soul ties a/.imuts singuliers. 

103. Nous allons mainlcnant nous proposer de Irouver la 
valeur asymploliquc de 1'cxpression : 

f (is) •=' P,e'*i 5 -f- l , 2 e'“i= + ... 

I*,, Pj, .... P„ etani des polynftmcs entiers en z do dcgrds 

Pour cola, considerons, d’aliord, uu polyuoiiieeuticr on z : 

I- i : Aj'«+ £ Hz>, «<». 

La valeur asymploliquc de P esl : 

A z'“ 

cl, do plus, le rapport : 

- P . 

• As'" ■■■ ■ ■ • 

lond uniformerrienl vers 1’unitc quand z augmente iudeiiiii- 
ment. ' •' » 

On a, en cffel : 




Lc module de la sonune est inlerieur a la sommc des 
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modules, done : 

i » 1 1 I i 


kM<sl!llil ■ 


ii i 


|,e second ihcmbre est un polynume enticr oil j - | els’iin- 
nulant pour ^ = o. 

On pout done prendre lo module dc s assez grand pour 
quo: 


Ar n 


-i 


Considerons, en second lieu, l'exprcssion : 
zpe ,as t 

a diant uno quantile positive. 

Nous allons monlrer rpie cctte fonclion tend vers zero, quel 
quo soitp, lorsquc z crott inddfiniment, sa partie imaginairc 
etant positive. 

On a loujours : 

s == $ -J- if == pe fw 

et Ton suppose : 


) 0 etant different do zero, mais aussi petit que 1’on veut. 
I,e module de 3>'e i,lz est: 


Or, on a : 


pCe-ixY — p p e -a? 
f sin w > p sin w 0 
Done le module est infdrieur a : 

p /i e -a ? «•«.»„ 
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quantity qui tend vers zero indcpendninmcnl dc <•> ; done 
1'exprcssion proposee tend tmifarmcment vers zero. 

104. Revcnons it la fonclion : 

/•<*> = PA + P , + + PA 

oil lesP sont des polyndmes dc degrd mi,, m it »i„, el oft 
les « sont des quantitds reclles rangers par ordro do gran- 
deur croissnnte. 

Je dis quo, si z croli iudefinimenl, saparlic imaginaire res- 
tant positive, la valeur asymptotiqno de f[z) esl : 

A,z"'ie , *i* 

A, 2 "'i etant la valeur asyniptotique de P,, ct quo 1c rapport: 

A,s'"ie / *i s 

tend uniform ement vers l’unite. 

En elTet, on a : 


ZM Pi. , 

A,a'"ie fsi r A|3 '"i ' 




««**-•.>* -f- ...... 

A i 


le premier terme tend uniformcinenl vers Tumid. II on esl 
p 

de mcme du facteur y ^ ans 1® second terme. Quant au fac- 
teur : 


il tend uniformcment vers zero, puisque Ton a : 
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Done Ic second termo lend nniforinemenl vers z6ro, ninsi 
(|iic Ions les snivanls. 

Done le rapport : 

. M_ 

A | 3 «,v*i* 

tend unironnement vers l'niule. 

On n done I'cgnlitri asymptotique : (*) 

f{z) t\j A,s"V W 

Dans Ic cas on z croit imlelinimcnt, sa parlio imaginairc 
res tan l negative, on mirait dc memo : 

f(s) rvi A n ***« c i3 " : 

Dans un cas, comme dans l’antre, 1’exposant a qui donne 
la valour asymptotique sera appcle exposant caracttris- 
tirjUC. 

Supposons que Ton considerc deux fonetious f\ (*) el /*,(«) 
dc la forme de cellos que nous venous d’cludicr ; quelle sera 
la valour asymptotique de lour somme? 

Si la partie imaginairc y esl positive, la valour asympto- 
tique correspond a la plus petite valeur de l’exposant carac- 
tcrisl ique a dans les deux fonctions. 

Le contraire a lieu si y esl negatif. 

(•) Nous cniptoyoiis Ic siguc r\j pour imliqucr mic igalilu nsyniplo- 
tique. 


CHAPITRK XII 


VAI.EURS ASYMPTOTIQUES 
des intiVguales dkfiniks 


105. Considcrons maintcnant : 

e ' :x dv 

Nous supposons quo^a^cst une fonclion quclconque, mais 
liuic, el satisfaisant ii la condition de Dirichlet; en outre, a 
et b sont deux quantiles rdcllcs, ct Ton a : 

a < b 

cp(a-) sera, commc on l’a vu, une fonclion cnti6rc;‘nous vou* 
Ions chcrchcr la valour asymptotique de celte fonclion. 

Si, d'abord, f(x) est egale a une constanlo A, on pourra 
effccluer 1’integration, cl on aura : 

»W = 5(«" 

I llOPAOATlOS »K I.A CIIAUUII. 
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Si la parlie imaginaire y de z est positive, la valeur asymp- 
totique sera: 

_ A e ,, a 
is 

Si, au conlraire, y est negatif, elle sera: 

A ... 

— e'* 4 


Dans le cas general, soit : 

a =/■(« + •) 

f[a •+- t) dfant la limile de f (ar) lorsque x tend vers a par 
valeurs superieures a a. 

Supposons d’abord y >'0. 

Jc dis que la valeur asymptotiquc de f (s) sera : 


fWrV) 


En effel, nous pouvons poser: 

/(») = A + f, (®) 

f («) tendra vers zero lorsque x tend vers a. 

On pout choisir un nombro posilif «, tel que, lorsque 
Ton a : 

a < as < a -f- 
on ait, cn memo temps : 

i r, (*) i < i* 


(a tcndant vers zero en meme temps que *. 

De plus, comme la foncliou est finic, on aura pour les 



DBS 1NTKGRALES DEFINIES 195 

valeurs de x supdrieures a (a -}- a) : 

i r , w i < m 

On aura (l’ailleurs : 

=, (s) = J’Xe^ dx 4- J7i (!») d'- 1 dx 

Nous allons monlrer que l'erreur commise en negligeant 
ce dernier terme tend vers zero, quand z croit indefiniment. 
On a on effel : 

\S,f l ^ e<ZX | ~h d® 

Comme, dans le second membre, les fonctions sous le signe 
J sont essentiellement positives, on peut ecrire : 

j j'f, [x) e?** dx J < J 'j.e-t* dx dx 

Le second membre est egal a : 

't e -\* _L. 2* ^-Yto + a) 

Y Y 

Cette quantile est done une limitc superieure de la valcur 
absolue de l’erreur commise. 

L'erreur relative s’obtiendra en divisant celle quantile pai- 
le module de la Yaleur asymptolique de la fonction : 

A //"*> 

qui est : . 

A*-y. 

e 
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L’errcur relative est done : 


t.t + 

A y * A y 


et, comme on a : 


y — f siii to 

cclte erreur peut s’ecrire : 


A sin w ' A sin to 
Si w est un angle tel quo: 


M 


l’expression ci-dessus sera inferieurc a : 

jA -t~ Me~P a>i ° W| > 

A siiiw 0 


expression independante de to. 

Je dis qu'ellc tend vers zero; en eflet, on peut prendre 
d’abord a assez petit pour que I'on ail : 


et ensuilo p assez grand pour que : 

Mb— .*. 

La valeur asyniploliquc de 9 ( s ) est done : 


? [*) — 


rji+A e „. . 

i x 
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Si Ton avail eu y < o, on aurait eu do la mdme maniere : 


? ( 3 ) 


r(b-t 


106. On pout etcndre ces resultatsa unc integrate demonic 
forme : 


j'r'A • 


1’intcgrate etant prise le long d’nn cliomili L do longueur 
finic; a la condition quo, cn tous lcs points du cliemin, on ait : 

| e fzx | < | e l:a | 

a etant l’origine du cliemin L. 

On dcmontrcra quo la valcur asymptotiquc est encore dans 
ce cas. : 

t z 

on supposanl : 

y > o. 

Pour cola, on decomposers le cltoiiiin d’inlegration en deux 
autres, comme preccdemment, cn prenant un point (a -f- *) 
infiniment voisin du point a, cl en continuant lcs raisonne- 
mcnls do la memo maniere. 

107. Rcvcnons a la fonclion : 

? ( 2 ) — ft dx 

on a alb sont rdels. et suppo.sons quo dans le voisinage dc : 
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lu function f{x) soil duveloppable guivanl les puissances 

de (aj — a] : 

/■« = A (« - «)> + A, (® t- a)\ + ... 

le developpcincnl ponvant contcnir des puissances negatives 
ou fraclionnaires. 

On sail quo i'on a : 

f dx = I’ (» -f- 1) 

ou bien, en cliangeant a cn zx: 

Posons : 

_ Jn 

x = ue ». 


Celle formula deviendra : 


i... , r (» + 1) 

e 'J ?«“**=*• , .5 ' 

J 0 ■*" T ' 

En rempla^ant maintenant m par (x — a) : 

JT» — «)*V" dx = L^dLi) «"* «' 

Or, on a : 


La secondn integrate 6era negligeable devant la premiere 



DES 1NTEGRALES DKFINIES 


quaud s croitra indefiniment. sa parlie imaginaire res tan l 
positive, car l'integrale : 


fjx 


cst de l’ordre de grandeur de j» tandis que la premiere 
ef"~ 

sera de l’ordre dc — — j* 

On aura done: 

r (m + i) 


I (w - a)" & :x dm c 
Nous allons appliquer ces resultals a In fonclion : 
T(-i=/A (*)«'“<&. 

La valour asymptotique dc o(s) sera egale a la valcur 
asymptotique du terme correspondanl a la plus petite puis- 
sance de [x — a). 

On aura done : 


f ( 2 )rvj 


A r (t + <) « 


Ceci ne presente aucunc difficult^ si le devcloppemenl 
de f(x) eslvalablc entre a et 4; s’il n’en est pas ainsi, sup- 
posons que le devcloppemenl soit valablc sculcinentdca iic. 

L'integrale j' aura une valeur asymptotique qui conticndra 
un fact cur e cz et, par suite, sera negligcablc par rapport a 
l'integrale’^ • 

On pent ajonter que le tlidoreme serait encore vrai si l'in- 
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ttfgrale, au lieu d’etre prise sur un cliemin reel, elait prise 
Buivantun cliemin imaginairc de longueur linic, pourvu que 
1’on ail tout le long du cliemin : 

I I < I I 

108. Application A la fonction J 0 de Bessel. — La 
fonction J 0 peut 6tre exprimec par une integrate definie : 



Nous allons, d'abord, cherchcr la valeur asymptotique de J 0 
lorsque la parlic imaginairc de z esl positive. 

On o ici : 

a — — i 

Chcrchons maintenant la valeur do A. O.. i. 

/(a;) = (i — a 8 )”* 

= (a; + 1)"* (l — a>)~* 

-I 

D<5veloppons (1 — x) 7 suivont les puissances croissantes 
dc(«+ 1): 


et 1'on aura, comme on 1c voit, cn faisant m = — i dans 
ceUe Equation : 
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On a d’ailleurs : 

1 




L 'application de la formulc generalc, trouvec plus haul, 
domic done ici : 


J 0 oj 




5 . \!i \U 


ou Lien, en remarquant que: 

J °' v ' vs 

Pour avoir la valour asymptolique, lorsquc y cst negalif, 
il suffil dc remarquer quo, ,1 0 utnnt unc fonci ion recite, lc 
changcmonl dc i en — tot do a; on — a ; n’altorc pas la valour 
del’inlogralc; ce cliangemcnl pcrmcl dc ramcncr au cas pre- 
cedent lc cos oti y cst negalif, el Ton voit immcdiateincnl 
quo Ton a : 

J 0 r\j 


109. Si z cst idol, il n’y a plus de valour asymptolique 
proprement ditc; mats nous allons arriver dans ce cas ii un 
rdsullal nouveau et tr6s iinportanl. 

A 11 lieu d’integrer suivant l’axc reel de — 1 ii -}- t, nous 
inldgrerons suivant unc demi-circonfercncc, ayant pour 
centre l'originc, cl dc rayon cgol ii i, cettc dcmi-circonfd- 
rence elant siluce au-dcssus dc 1’axe reel. 
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I’renons sur cello denii-circonfercnce un point quelconquoi 
et divisons I'integralc on deux parlies : 


= 11, + II, 



Tout le long do celtc dcini-eirconfcrence, on a, en suppo- 
sunt quo - croisso par valours positives : 


| <f lT | < 1 

ear, on posanl : 

* = « + 

on a: 


ut -P cst nlors line quantile positive. 

Oil vuil done quo, dans I'integralc II,, la valour asynipto- 
tique sera fournic par la liinilc — 1, cl dans ll a par la 
liniilc I. 



APPLICATION A LA FONCTION J 0 DE BESSEL 
On aura done : 


>i c 

II, rv> — 
ll a cvj ■ 


yj'litz 

yj'iitz 


203 


Faisons lu somme do cos deux valours asymptotiquos. 
Soil : 

,,- 2 c°'hi ) 

TtZ 


On esl conduit a dire quo K csl la valour asymploliquo 
do J 0 , lorsquc z croil indefinimenl par valcurs reellos ot 
positives. Mais on no veut pas dire par 111 quo l’on a : 

lim jj^ = 1 

FncfTet, K s'annule pour des valcurs differentes de cellos 
qui annulent J 0 ; le rapport passe done altcrnativeinent par 
les valcurs 0 cl sc . 

II faul done ici douucr unc autre signification it la valcur 

asyirpt tique. 

lin appelant K, ct K a les valcurs asyniploti(|iies dc II, 
cl llj, on u : 

II, .• Hi , 

l,m r; = r; = 1 

Jc dis quo l*on a : 

lim s's [II, - K,] o. 
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En offet, on a: 



I.e premier facleur tend vers zero. 

On a de memo : 

lim \G {II 2 — K 2 ) = o. 

On a done: 

lim \U (J 0 — K) = o 

ct e’est ce qu’il Taut entendre ici, lorsque l’on dit quo K est 
la valeur asymptolique de J 0 . 

Le memo raisonnement sappliqucrait au cas oil z croit 
par valeurs negatives. 

11 suffirail d’integrer lc long d’une dcmi-circonference 
siluee au-dessous de 1’axc reel. 

110. Limite supdrieure dela function o. — Nous avons 
etudiu, au point de vue des valeurs asyniptoliques, la fonc- 
tion : 

o («) =J /'(pa) c ,: * dx. 

Nous allons mainleiiant nous preoccuper de ehercher tine 
limite superieure de celle fonclion. f(x) csl par livpolliese 
une fonclion finic; on peut done trouver un nombre M tel 
quo : 

i r» i < «. 

Posons comme precedcmment : 

- * — P + *Y 

ct considerons, d’abord, le cas on y est posiiif. 
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Commo on a : 

| ef--* | = e -T*, 

on aura: 

| if (z) | < ^ Me~ T-” dx 

< dx = 

lit commc : 

j e'*« | = e-«r, 

on pout ecrire : 

Nous distiuguerons deux cas, suivant quo la quantile posi- 
tive y cst supdrieure ou infericure a la valeur absoluc de ft. 
Supposons d’abord : 

v>m 

e’est-a-dire quo l'argunient de z esl compris entre ^ et -£• 
On voil alors fneilement que, dans ccs conditions, on a: 



Done on a: 

111. (lonsiderons maintenant le cas oi'i: , 

Y < I M • 

Nous lie pouvons pas appliqucr ici le indine raisonnement. 
On a; 

7 [z) — ^ f[x) o~^ £ e l ? r dx. 
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Nous allons etudier 1'integrale: 


/ f{x) sin par dx , 

< 

f (ar) etnnl uno fonclion positive ct deeroissanlc, et c ctanl 
line quantito positive quelconquc. 

Si nous parlagcons I’inlervallo d'intcgralion on inlcrvallos 
pnrtiels par les valours : 

v ? 

on Verm, eonunc pour 1’integrale do Diriolilel quc Ton a 
une seric allornce; par suite, la valour dc cctle seric cst 
inlcrieure au premier termo : 

On a done: 



Si Ton considcre 1’integrale 

I f(x) cos pa; dx 

J o 

on cmploiera le memo raisonnemenl ; inais, afin d'oblcnir 
«los intcrvallos partiols ogaux outre cux, on devra prendre 
1’integrale : 

f, 

“j'p 

et I’on supposcro quc f{x) cst cgule u f{o) pour les valours 
negatives dc x. 
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Ceci revient a ajoiiler a l'intdgrale la quantile : 

2,3 

On aura unc serie alterncc co.minc prdcddcmnicnl, el on 
peul, par suite, ccrire : 

/<£<*?■ 

jp 

Done a fortiori: 

\r.\<T 

On conclul dc la: 

I J 0 •*'*>[.< 

Prcnons niaiutenanl ] (en supposanl toujours f dccrois- 
santc) : 

ff{ x ) e< ^ x d ,v 

a el b elanl deux quantiles reeUes, el telles quo: 
a <b. 

I’osons: 

j; = y -f a. 

I.’integralc deviendra: 

iXt‘f'r~(i+a)e‘to tly. 

Done l’intdgrale esl plus petite en valour absolue quo: 
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1155. Appliquons ces resultats a la fonction f definio plus 
haul. Cominc la fonction f{x), qui figure dans satisfait ala 
condition de Dirichlel, on a : 


r=r,-r» . 

f t ct / 3 ctant d^eroissantes. 

D’ofi: 

( ,6 pb 

<,= fte-t*.*#* dx — I f t e-i x e‘? z dx. 

En appliquant les resultats etablis ci-dcssus, on voit qu'il 
en rdsulte : 

1 » I < ("> + ^ 0_T “- 


Or, comme l'on a : 


on en conclut : 


» < r < I M 


I P I > 


LeJ. 

& 


Done on a: 

l> (*) !'< | «'“ = lf< (») + A !«)] |- 

En resume, si l’on ddsigne par II la plus grande des deux 
quantiles : 



(«). + /•>(»)] 
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on aura, pour loutes les valours positives ilc •( 

, „ , . i H i 


On verrait do mfimo ijiid, pour les valours negatives de y» 
>n a : 

i-'i 

ICii efTel, f K et / 3 etant decrois sanies, on aura : 

M*) + AW <’/,(«) +A(«). 



PROPAGATION l»K l.l rjIUEl'II 



. - . J.- 
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GHA PITRE XIII 


APPLICATION DE LA MKTHODI5 DE CAUCHY 


113. Ccs rcsultals prcliminaircs clant etnblis, nous allons 
lcs appliquer au developpcment d’unc fonclion /*(»), en sui- 
vant la nidthode do Cauchy que nous avons deja indiquce. 
Posons : 

J ~J , /W 

J| =fr M e''-" < ! H 

cc etant unc quantile comprise entre a et b. 

D'aprds ce que nous venons de demonlrer, on aura, si y 
est positif : 

mi<IH 

M i 


I J. I < 


«t, si y est negatif: 


|J|<|He«| 
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Considcrons deux mitres fonclions cntit'rcs de a ; soicnl<j< 
el •}/,, et formons la fonelion : 

H (z) = *«, J ~ ft , i<r«* 

Rest line fonelion nieroniorplie de a, it laquellc nous allons 
nppliquer le tlicordme dos residus. 

Mais, auparavant, nous avons ljcsoiudecoimailrcla valour 
asymplotique de R, el pour cola cello des fonclions qui 
cnlrent dans son expression. 

Si yesl positif, les valours asymptoliques do J et J, sonl 
respcclivcmcnl : 

__ f(a) c ,a - 
iz 
et : 

_ f{x) e ):x 
iz 

Si y est negalif, ces valours sonl : 
et; 

fit)*** . 

iz 

D'apr&s la definition que l’on a donnee pour l’exposanl 
caracteristique on voit que : 

Si y> o, les exposants caracterisliques de J el J, sonl a 
et x. 

Si y > o, ces exposants caracteristiques sont : 
x et b. 
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Nous supposerons qiic les valours nsympfotiques de •]/ 
ct ■!«, sonl dc la forme quia etc consideree dans les deux cha- 
pilres precedents. 

Soient alors * et x, les exposants caracteristiques de <}< 
et 'J-, pour y positif, ct soient 3 el p, ces exposants pour y 
negalif. 

Nous supposerons pour fixer les idees : 


«<£<*,< 

Les exposants caracteristiques dcs fonctions -j*, J el -iJ, 
scront, suivant le cas : 

Si y > o : 



. . a, -f rt 

■Mi* • • 

. . a + #• 

4 , iJ- • • 

• • Pi + x 


. . f + 4 - 


Nous supposerons maintenant que l'on a : 
a -f- x < a, a 

p + 6 < Pi a;. 


Dans ces conditions, la fonction : 


w - *». 

aura pour valeur asymptotique : 


quand : 


y > o 
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cl : 

quand : 




Quant ft la fonction ^ -f ’i'll ell® a pour valeur asvniplo- 
liquc|/ on suivnnl quo y esl posit if ou negatif. 


114. Nous pouvons maintcnant trouvcr la valeur asy nipt o- 
tique do R. 

On aura, si y > o : 

R iz) rv> — ie~ ,:x 
7 

R {z) rvj — J, ie~‘ :x . 


Or, on a dans cc cas : 


J, (\j - 


R (*) oj 


CM. 


I.orsque Ton a y < o, on a de memo : 

1! (s) rv ^ fe-<“ 

Yi 

R (.z)r\_> J ie~ l:x 

' ' 3 

Kn resume, on' Veit que, que, ciuj soil le signe de y, la 
valeur asymptotiquu de R ( z ) esi ■ 
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115. Considerons nlors une serie disc re to do circonfc- 
rences C,, C„ C„, ayant pom- centre 1'origino ct do 
rayons croissants. 

Nous allons demontrer quo, si l’on pent clioisir les cir con- 
ferences do facon quo sur cliacune d’olles ill (z) resle finie, 
l'integralo : 

/«(--)* 

aura pour limile : 

quand lo rayon croitra iudefiniment. 

En effel, on pourra alors trouverune quantitc II, telle quo 
sur les cerelcs considcres on ait : 

|*RW | <H. 

Posons : 



L'integrale dovienl : 

ifzAl { 2 ) dot 

Decomposons-la en quatre parties correspondant aux 
qualre quadrants, et considerons, par exemple, cfclle qui esl 
relative au premier, c’esl-a-dire : 

* f sR(z) dt-> 

Jo 

Decomposons cette integrale clle-meme en deux parlies : 

<r+‘f 

-'0 v 6jQ 
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« 0 dtanl compris entre zero et el nussi voisiii de zero quo 
l'on voudra. 

La premidre integrate aura un module inoindre que IIw„. 

Quant a la seeonde, elle tend uniformemenl vers : 

■ (!-"*.)/!<”) 

Kn ciTet, on peut supposer les rayons dcs cerclcs asscz 
grands pour que Ton ait constamment : 

l«W-rt*)l<* 

On aura alors : 

I ■' I A«) - ■' /} R w <?» | < 1 • + ■>. [■' + 1 m i ] 

On prendra d’abord «.»„ assez petit pour que le second 
termo soit inferieur a loute quantite donnee, et on prendra 
ensuitc le rayon du cercle asscz grand pour que c soit aussi 
plus petit que toute quantite donnee. 

La mdme demonstration s’appliquerait aux trois autres 
quadrants; il esl done biendcmonlre que: 

/ C RM * 

tend vers 2 i-r.f[as). 

116. 11 resulte de la que f[x) esl egale a la somrae des 
residus de R(.z). 

Cherchons done les p61es de R et les residus correspon- 
dents . .1 

Les pSIes de R sont les zeros du denominateur ; si doncp 
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represrntc I'nii qiioleonquo d’entre cux, on nutvi : 


.’fM + ii([*) — 0 . 

Pour enleuler le residu oorrospondniil a re pole, rentar- 
quons quo Inn peal meUrc H sous la forme : 


■\ + ii 

].c second lerme etaul uno foiu-lion Culture, le residu do R 
sera <-gnl nu residu du premier termc, e'esl-a-dire a la quan- 
I itd : 

■MeH J(»0 + W1 
'f'C:*) H- 'fill*) 

On aura done: 

,;i) /*!«■; = s °" f " * 


J.a fonelion f(x). so Irouve ainsi developpee dans line serie 
procednnt suivanl lcs exponenliolles e-'t 1 * ; niais, pom- quo 
lo devoloppeincnl soil valalilc, il fail! quo tonics les inegali- 
tcsccritcs jdus haul se Iron vent verifiers, et en second lieu 
qironpuissctrouverdcs ccrcles surlcsqucls~R( 2 ) restelinie. 

117. Application. — Nous allons donner un cxcmple 
pavticulier. Nous prendrons : 


a= - b 
a == B = — b a. 


Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheque nationale de France 


APPLICATION UN LA MKTIIOIlK DH CAUCHY 217 


et, pour cela, nous posorons: 

■} = p e -« 

■r, = 

l* el Q cliiiit des polynnjncs cutlers dn memo dcgre en = . 

Pour quo les incgnlitcs cn question soiont vorilices, il faiil, 
el il suffil quo : 

— b< A-.r fj. 

On a: 

-B(-) i, " 

_ _L 4 .3/rA 
O ^ ' 

Si on suppose ([lie In pnitic imaginnirc y des esl positive, 
on voit sous cello forme quo le numcrateur esl limite. 

En cfTet, oil a dans ce cas : 

is 

J , rv> — f- 

En subsliluanl ccs valours dans l’cxprcssion do sIt(^V, el 
reinarquanl que 1’on a : 

h — x > o. 

onen conclulqucle numeralcur a pour valour asymploliquc: 

Q/'f-!- 

D’aulre pari, nous avons vu, nux § 1 II el 112, que 1’on 


•H 

il 
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peut trouvor une liniile superieurc du rapport d'une fonc- 
tion cnti&re ii sa valeur asyinptotique. 

Si la quantile y etait negative, on aurait inis l'expression 
*R(-r) sous la forme : 


i se- 



el Ton arrive au memo resultat en remarquanl quo : 


— b — o; < o. 

Ainsi done, 5ll(s) ne peut devenir infini quo pour les zeros 
du d<5nominateur. Ktudions done ce qui so passe dans le 
voisinage dc ces zeros. 

Pour des valeurs sullisamment grandes de z, la fraction 
^ diflerc jieu d’une constante. Done les zeros du denomina- 
teur seront sensiblement disposes sur une parall&lc a ox cl 
equidistanls les uns des autres. 

Soit un cercle K ayant pour centre l'origine; nous pou- 
vons prendre le rayon de ce cercle K assez grand pour qu’a 
1’exterieur de ce cercle on ait : 



C etant la limitc constante vers laquelle tend le rapport 
quand z croit indefiniment. 

Les zeros du denominatcur diffcreront tres peu des 
nombres : 


"ol,© 
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oil u cst un cntier quclconquc cl oil : 

2 ibx 0 = log C ; 

Du point z (t -\-nz { commc centre, avec un rayon i’< ^ on 
pent decrire un petit cerclo k„\ le rayon >■ sera le iu<5me pour 
tous ces petits cercles, el tous ces petits cercles ne se coupe- 
ronl juis. 

Soil v,le minimum du module dc la fonetion : 

C -f- 

sur la cireonference du cerclo k t . Coniine eelte fonetion est 
periodique, y, sera encore 1c minimum de son module sur la 
cireonference d’lin quelconque des cercles k„. 

Dans la region du plan extericurc a la fois au cerclo K et 
a tous les cercles k, n on aura done : 



Comme on pent prendre t aussi petit qu’on veut, on pourra 
supposer * < vj ; de sortc quo, dans celle region, on aura 
une liniitc inferieure du module du denominateur, et par con- 
sequent line limilc superieure de [ ^R(^) | . 

On concoit done, sans qu’il soil besoin d'insistcr, que l'on 
pourra s’arranger de fa$on que les cercles de rayons crois- 
sants c 41 c a ,..., passent toujours entredeux des cercles A„, de 
sorteque,Ie long de ces cerclesc 4 ,e a ,...,Ic module de sR(s) 
sera limite. 

Par consequent, on pourra, dans ce cas, appliquer la me- 
thode generate et trouver le developpement de f(a) dans 
l’intcrvalle de — na-j-a. 


220 -APPLICATION UK LA .MUTHOIlK I)K CAUCHY 


118. On pourra; on pailieulicr, relrOHVcr par cctlc ine- 
thode le diivoloppcnUMil cn scrio do Fourier. 

Pour coin, nous prcndrons * 



Lcs vale iii-s do ia scront donnccs par ('equation : 

<iu : 

sin ;aj; = o. 

dr scroll! done lcs nonibres ontiers posilifsel negalifs : co 
<pii domic liicn la serin do Fourier, cn rcmplaijaiil lcs expo- 
nenlielles par les fonclions tiigonninelriques. 

119. Application au refroidissement dela sphere. — 
Nous avons vu quo le problemc du rcfroidissemcnl ile la 
sphere so Irouvait ranicne au suivanf : 

Dcvcloppor la Tone! ion (cf[a''\ definic de 0 a 1 cl s'anniilaut 
pour 99 =■ o suivanl les fonctions : 

sin u/f, sintA3\ sin us:, 

•i, ;a, , i a, clanl les raciues positives dc l'equnlion 

Iraiisccndanlc : 

Celle equation pcul s’ecrire: 

sin <i. = Aja COS ;a 

<m bieu : 

,:'V- — e-'V- — Ai'ja (c 1 I 1 + c-’>). 


Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheqi 


de France 



APPLICATION AH ItHKIt OIIUSSIIMENT I>K I, A SPIII'IIK ‘221 
Nous poscrons: 


Los quantiles [t seronl ratines tie I'etjual ion : 

♦w+t,w = »- 

D'nprcs ce quo nous venous tic voir, une function quel- 
conquu delinio eiitro — 1 ct I sera devoloppalde suivaiit les 
exponciitielles e , i lr 1 ct par suite suivr.nt les fonclions : 

cos jw et sin •*». 

Pour appliquer ce rcsullat an prolilcine qui nous occupe, 
nous delinirons line fonction F(t») dc la mnnicrc siiivanlo : 
On aura pour les valours de n; comprises enlrc 0 el I : 

i'<«) =••>/(«■) 

ct. pour tv compris enlrc — 1 el U: 

KW=-F(-.r). 

F(a>) sera done uiio fonction impairc. 

Nous allons monlrcr quo, dans cos conditions, la fornuilc- 
gencrale (1) nous donnera pour F(#) un developpemenl no 
conlcnaiil qua les fonclions : 

sin <j.:v. 


Considi5rons dans cc devcloppcnient deux lermes corres- 
pondaul a des valcurs de jt cgalcs et de signes conlraires. 
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Ces deux ternies sonl : 


•>i M 




e'>(jr-x) dy 


¥ W ■+ w 


Nous allons montrer que, dans le cas qui nous occupe, les 
coefficients des deux integrates sont egaux. 

I5n effet, on voit immodialcmenl que l'on a : 

♦M = -■},(-!*) 

et, par suite, en tenant compte de ('equation : 

♦ (—■!*)■+ +l <-ri = o, 

on a : 

+ (s^) = '!' t — s») 

et, de meme: 

*. (:0 = 

D’aulrc part, on voit aisement que: 

f(rt = Mr 1 *— i'Hri 
ii (ri = Aiv> + ty, (./.). 

D'ofi, en additionnant: 

Wri + +((!•) = «[*«» (‘-♦Ml- 

lit, par suite : 

¥ fa) + 'PI (s*) — ¥ I*) + W (— !*)• 

Les deux coefficients sont done egaux, el leur valeur com- 
mune s’oblient facilement en tenant compte de l’equation : 
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Cette v.aleur est : 


Faisons la somme des deux termes considers. 
On oblienl : 


L’integrale definie peut alors s’ecrire : 

cos yxcJ'F (y) cosjxy dy -f- sin \jx J ' F (y) sin \i.y cfy 


F (y) ctant une fonction impaire, on voit qua la premiere 
integrate est nulle, ce qui montre que le developpeinent de 
f[x) ne conlient que des sinus. 
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CHAPITRE XIV 


RKI'IIOI DISSE M ENT D UN COUPS SOI, IDE 
QUELCONQUE 


120. Fonctions harmooiques. Oas du parall61ipip&de. 
— Nous allons aborder mniiitcnaiit lc probleinc gdiidral do* 
refroidisseinenl d’un corps quelconquc; mais, ici, nous per- 
drons cu rigucur cc quo nous gngncrons on genoralite. 

Lc problenio so ranidnculn determination d'unc fonclion V 
Idle que 1'on hit a i'iuterieur du solido : 


■ + -- o 


et qui, pour / = o, sc icduira a : 

1 - 


Nous eonsidererons loujours h commc une conslanlc po- 
sitive. 



F0NCTI0N8 HARMONIQUES 


La solution dc celte question est intimement lice h ccllc du 
problcmc suivant : 

Trouvcr une foncliou U (x, y , s) telle que l’on ait a 1’inle- 
rieur du corps : 

AU -f- AU = o 

et a la surface : 

rfU . ... 

— 4- All = o 
tin 1 

h elanl la inline conslante quo dans le problemc precedent, 
ct A une nouvelle conslante arbilruirc. 

Nous allons demonlrer rcxislencedefonctions salisfaisant 
a ccs conditions, el que Ton peut designer sous lc nom de 
fonclions harmoniques. 

121. Supposons, d'abord, qu'il cxislc deux fonclions U el 
U' salisfaisant aux conditions precedenles, tnais correspon- 
dent a dcs valeurs difTurentcs A cl A' do la conslante A. 
Appliquons lc theoremc de (ireeii a cos deux fonclions : 

/ f ( u f - u ' s) "» -j'ffv™ ~ u ' iU > * 

les integrates elanl dlcndues ii In surface el uu volume du 
corps, el les derivees elanl prises suivant la nornmle exte- 
rieure. 

IJn tenant compte des relations auxquellcs salisfont U ct 
U', la formulc ci-dcsstis domic : 

ffj\h — It') UU' ,1, = n 

et, comme A et A’ sont supposes didercnls, on a : 

<*) ///««'*="• 

1'IIVI‘AOATIOX III: l,A CU.U.Kt'll. 1"» 
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Ceci nous monlre que les constantes k sont necessaire- 
ment r^elles. 

En effet, si h pouvait elre imaginaire, soit U la fonction 
correspondante, la fonction U' imaginaire conjuguee de U 
corresponds a la valeur k' conjuguee de k. 

Or, l’dgalitd : 

, fffvv * = o 

est ici impossible, puisque UU' est une quantite essentielle- 
ment positive. 

Jedis,de plus, que h ne peut pas etre negatif. Pour levoir, 
appliquons le theordme de Green sous la forme suivante : 

ff v -fff™* +///S (£)’- 

E11 rcmpla^ant ^ et AU par leurs valours, celte equation 
dovient : . 

-'‘If ™ = - 2 (ir)’ - 

D’ou l’on tire la valeur de k : 


* ff fJfzQ’ 

lff v * 


S’il exisle une fonction U, on voit ainsi que la valeur de k 
sera domu'e par la formule ( 2 ). 
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122. Posons : 

b =/// ui * 

U itant une fonction qiieleonque. 

Considerons le rapport 

Sa valcur ne cliangc pas quand on miiltiplic U par une 
constante; on pent done toujours supposer que Ton a: 

Nous avons done a ctudicr 1’expression A. Elle est essen- 
tiellemcnt positive et ne paut s’annuler ; on efiet, il faudrait 
pour cola que chacunc dcs integrates dont clle est la somme 
filt nullc. 

On aurait done a la surface : 

U = 0 

et a rinlerieur : 

rfU_dU_dU_ 
dv dy dz 

D’oii: 

U = constante. % 

Par suite: 

U = o 

dans lout le corps. 

Or, ceqi cst impossible, puisque l’on a : 





228 RKFROIDISSEMENT d’uN CORPS SOLIDE QUELCONQUE 
A, no pouvanl s’amiulcr, a un certain minimum. Soit U, la 
fonction qui correspond a ce minimum. Puisquc, parmi 
toutes les fonctions U qui salisfonl a 1’dqualion : 

B - 1 

la fonction L) ( cst cello qui rend A minimum, il fautquc, 
quelle que soil la variation 8U do U,, pourvu qu’elle satis- 
fasse a l’equalion : 

SB = o 

la variation 8A correspondanle soil nullo. Done l’equation : 
8A = o 

doit 6trc une consequence de : 

SB = o. 

On a : 

i SA = *//u« U rf« +JJf2 d £-£ m A. 

Or, on a, par le tlieoremc de Green : 

j'p sv S' * =///«" +Jff s 2 £•" *• 


(* u + s) rf " -Jffw.iVd, 


On a, d 'autre part : 
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SA ne contienlplus maintenant que la variation SU. 
D’apres les principes du calcul des variations, si pour 
U = U, 1 equation : 

SA — o 

est une consequence de 

SB = o 


on a necessairement: 


ala surface, ct: 


W t + 


riU, 

dx 


= o 


7<,U, + AU, =0 

a l'inlcricur, h { etanl une certaine conslante, qui, coniine 
nous allons le montrer, est egalo ii la valour de A corres- 
pondent a U,. 

I'll elTel, reprenons la valour de A: 


A = + Cf)’ + (§YJ *• 


Appliquons le theor6me de Green a l’integrale triple: 

fff S (S)’ * ~ff' v ‘ S * -Iff ' - 

D’ou il vient pour A : 


A = jf v ‘ (f 1 + *“.) /// U - 4U -* 
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ou bien : 

A = h,ff f 

La constante k t esl done egale au minimum dc A. 

123. Considerons maintenant uue fonction F satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

U =/// F '*= 1 

ct: 

c =///‘*' u '*=" 

Parmi toutes les fonci ions F satisfaisant a cos conditions, 
il en cxiste une qui rend minimum ('expression : 

Soil U a cello fonction. Do memo quo prdcudemmcnt, il 
faudra quo l'equation : 

SA = o 

soil une consequence des deux equations : 

SB = o 

SC = 0. 

On devra done avoir identiquemcnl : 

$A = lt 3 513 + 2 1 SC 

Aj et l 6lant des conslantes, c’csl-a-dire quo Foil aura iden- 
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tiquement: 


Jf (», + ^) !U , rf« =/// '(4U, + *„U, + iU,) *. 


Ce qui exige quo l’on ait a la surface: 


(In 


-b /«u, = o 


et a l’interieur : 

AU a + ft a U a + /U, = o. 

Nous allons calculcr lcs constautes k t et l ct montrer, tout 
d'abord, quo l’ou a : 

l = Oi 

Pour cela, appliquous la fonnule de Green aux fonctions 
U, et U a : 

JJ( u ' S - u = ' S') =///( u . 4U = - *• 

Reinplacons ^ i| AU, et AU a par leursvaleurs; il vient: 

-/t,)fffu,V a <h + lf /Ju; A = o. 


Or, comme l’on a : 


///».«,*= o 

///Ul* = l, 
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Done U, salisfait a l’intdrieur a la condition : 

AU, + A a U, •— o. 

On verra corame precedeimnent quo A a est la valour do 
A corresponilanl a la fonction U a . 

D'apres ioul cc qui precede, on voit immddiatcment quo 
l’on a : 

A, < A a . 

124. On definira do mdinc la fonction 17, qui sera assu- 
jellic aux conditions: 

B =/// u 3* = 1 

G = 1 /// U ’ U '*= = ° 

Celle fonction U 3 satisfera aux doux equations: 


*?+ , - u > = ° 

AU, -f- A,U 3 = o 


la premiere equation ayanl lieu a la surface, ct la seconde & 
rinlerieur. On poursnivra de celte inaniere, ct on definira 
en general la fonction hanuonique U,, telle quo: 


J’fS v '’ * ~ 1 

///'U,U„* = o 


Iff U,-,U,* = „. 
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Up salisfera aux deux equations : 
d\] D 


dn 


+ AU„ 


AUp -J- hp\}p o. 


La demonstration que nous venous de donner de 1’cxis- 
tence des fonctions U n'esl pas absolumcnt rigourcuse. 
Idle est sujeltc aux memos objections que la demonstration 
par laquelle Rieniann a ctabli lc principe de Dirichlet. J’ai, 
depuis la cloture de ce coups, donne une demonstration 
plus satisfaisantc dans un memoirc intitule : Sur les liqua- 
tions de la Physique Mathemalique , et insere au tome VIII 
des Rend icon H del Circolo Maternal ico di Palermo. 

125. Parall61ipip3de rectangle. — Nous allons deter- 
miner les fonctions U dans le cas particulier du parallel:- 
pipede rectangle. 

Soienl : 

as = ± a 
y = ± h 


les six plans qui limitent le solide. 

Je dis que l’on peut trouver des fonctions U de la forme : 

U = sin(X,a; -J- j*,) sin(X 2 y + <a 2 ) sin(X 3 * -f- |x 3 ) 

On a dans ccs conditions: 


dx? ‘ 

rf a U 


= — X a U 


da a “ 


— XJU 
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Done: 

4U + M + XJ +XJ)U = o. 

II s’agit de determiner X,, X a , X 3 , p. ( , j* a , ;/ 3 , de fagon a 
salisfairc aux equations a la surface : 

dU . »,TI 

— 4- A U = o. 
dn 1 

Pour x = a, on aura : 


rfU rfU „ , , . . 

— +'*'>• 

11 faut done que 1’on ait : 

(1) cotg(X,a -|- !*«) + /* = *> 

Pour x = — a, on a: 


dn tlx 
D’oii la seconde condition : 


(2) X, cotg(X 4 a — [*,) -}- A = o 

La comparaison dcs deux equations (1) et (2) montre que 
csl un multiple de]j; il suflit de lui donner les valours 

0 ©t |* 

Dans lc premier cas, la fonclion : 


sin (X 4 as -ft*,) 

sc reduit a sinX,®, ct la constanlc X, satisfait a l'equation: 
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Dans lc second cas, on a la fonction : 
cos), [a; 

•Xf diant racine de l’equation: 

(4) \\—h colg). ( 'rt = o. 

On verrait do memo que les termes : 

.sin(>*y + l*a) 
sin(> 3 ? + j/ 3 ) 

sc reduisent rcspectivcmcnt a : 

sin) 2 »/ ou cos). 2 y 

sin/. 3 s ou cos X^z 

les ). salisfaisant a des equations analogues aux equations 
3) et (4). 

On voil que les fonctions U ainsi definics seront dc huit 
formes differentes, selon qu’elles seront exprimecs par un 
produit de cosinus, par un produit dc sinus ou par un pro- 
duit dc sinus et de cosinus. 

126. On pent sc demander si l’on a bien ainsi toules les 
solutions du probldmc. 

Pour le voir, nous allons demontrer qu’unc fonction quel- 
conquc V de ®, y, z , definie a l’intericur du parallelipipudc, 
peul sc devcloppcrcn une serie procedant suivant les fonc- 
tions U. 

Considerons, d’abord, une fonction de la seule variable x 
dofinic entre — a et -f- «. 

On peul la decomposer cn une somme dc deux fonctions, 
dont l’une est paire el l’autrc iinpairc. 
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La fonclion impairc pourra se devclopper suivanl les 
fonctions sin X,®, et ccla d'lme scale manure, comme on l'a 
vu U propos du refroidissement de la sphere ; l'equation (3) 
esl, on elTet, la memo que celle que l’on rencontre dans 
I'dlude du refroidissement de la sphere. 

On verrait.par un procede analogue, quo la fonction pairc 
peut se devclopper suivant les fonctions cos X,'® el d’une 
scale maniere ; cn c(Tet, l’equation (4) est d’une forme 
analogue a celle de l’equation (3) et rentre dans la categoric 
ctudieo aux $ 119 et suivants. 

Appliquons ceci a la fonction Y (®,j/, 2 ), en la considerant 
d’abord comme fonclion de ®. On pourra la dcvelopper, et 
cela d’une seule manidre, en une sdric procedanl suivant les 
fonctions : 

sin X,® et cosXfa? 

Les coefficients de ce ddveloppement seront des fonctions 
de y et s dcfinics dans le cliamp : 

( — h a -{- b) et ( — ca-fc) 

On considercracliacun de ces coefficients comme fonction 
de y, et on les deveioppera suivant les fonctions : 

sin '/. t y el cos Xj y 

On aura comme coefficients des fonctions de z definies de 
— c a-fe, que l’on deveioppera suivant les fonctions : 
sin/.j? et cosXJa- 

On voit que, dans le cas particulier du parallelipipfede 
rectangle, nous obtenons un developpement bien definirle la 
fonction arbilraire V suivant les fonctions harmoniques U. 
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127. Je ilis mainlenant quo lo devoloppement ainsioblenu 
est unique. Cost )ii unc propriclu qui n'cst pas spSciaie 
au cas parliculier du parallelipip&de, niais qui osl encore 
vraie dans le cas general. 

line fonclion no pent pas etro dcveloppee de plusieurs . 
manieres on serio do fonctions harmoniques. 

En effot, il suffit do rappeler quo nous avons ddmontre au 
§ 121 quo I'intcgrale triple : 

///U„U„A 

dtcmlue a tout le corps solidc, est nulle si n’estpas idei:— 
tique a \} q . 

Considerons alors lo developpcment : 

V=«,U, + « 1 U J + ...+».U. + - 

Multiplions los deux menibres par : 

U„tf- 

et integrons dans tout le volume. 

D’aprds ce qui precede, on a : 

fjf wv " ik = ,h - 

Cette equation determine compldtement les coefficients 
cc qui monlre quo le developpement est unique. 

C. Q. F. D. 

128. Revenons mainlenant au cas du paralldlipipdde 
rectangle, et supposons que V soitune fonction harmonique 
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salisfaisanl nux conditions: 


ft la surface, et : 


- + ;.v = o 


AV 4- AV = o 


ft l’inlericur, h elant une ccrtaine constante. 

Jo dis quo celte fonction V doit ctro identique ft l’uno des 
fonctions : 

u„u„ ... u„ 

definies au § 125. 

D'apres le llieorftmc du n° 120, V, commc d’ailieurs une 
fonction quelconque, peutdtre devcloppee en une sdriede la 
fonnc : 

dc sorle que Ton a : 

V = .,U l +.,U a -t-... 


Je dis quo V doit dtrc identique ft l’un dcs termes a,U/ 
de co developpcmcnt, les autres termes dtant nuls. 

lin cITet, s’il n’en elait pas ainsi nous aurions deux devc- 
loppements differenls d’une mdme fonction cn s6rie do fonc- 
lions liarmoniques, car V, par hypothftse, de mdme que 
a,, U,, a s , U 2 ... sont des fonctions harmoniques. 
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CHAPITRE XV 


PROPRIETIES RES FONCTiONS IIARMONIQUES 
SOLUTION DU PROBLEME 
GENERAL DU REFROIDISSEMENT 


129. La fonction U satisfait, commc on l’avu, aux condi- 
tions suivantcs: 

On a a l'inlerieur : 

AU + AU = o 

ct a la surface : 

dU . 

— -f AU = o. 
an 1 

Supposons que l’on fasse varicr h. 

Lorsque h devient egal a h', h devient egal a k\ et U 
devient unc certainc fonction U', telle que Ton ait: 

AU' A'U' = o 

A I’intdricur, et : 

rfU' . 

*r + w=0 

a la surface. 
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Appliquons Ic theoriiuo do Grocn aux fonclionsU ct U': 


fj\ v f ' - u ' s) .*• =./XA UiU ' - V ' M > 

ce qni donnc : 

(fl — /.') 0’uu’ = (* — K)J"J fvv (k. 

Si A* esl Iris voisin do A, U' est tris voisin dc U, el on aura 
a la limite : 

lift 

ce qui monlre quo ^ esl toujours positif. 

Si done, parmi les fonctions U, on en cousidere une dc 
rangbien determine, la valour correspondante de A esl une 
fonclion croissanfe do A. 

130. Limites sup6rieures des quantitis A. — Nous 
avons vu quo A, est le minimum du rapport : 

A 

0 


quand U vario de tonics les manieres possibles. II en rosullc 
que, si on prend pour U une fonclion quelconquo, on aura : 
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Faisons pap excmple : 

U = 1. 


On aura : 


AS 


w 


S rcpresentant la surface du corps, cl W son volume. 

131. Nous allons maintenant cherchcr d’aulres limites 
pour les quantiles : 

.... 

Posons : 

F = «,P, + «,P, + ...+«.F. 


F|, F a , ... F„ diant des fonclions quclconqucs donnees a 
l’intdrieur du volume; a,, i ,, ... *„des coefficients nrhitruires. 
Posons aussi : 





A et B seront des formes quadraliques par rapport aux 
quanlitds a ; elles seront, d'aillcurs, definies ct positives. 
Formonsalors l’expression : 

A — ).B 

X diant une nouvellc indetermince. Si j’dcris que le discrimi- 
nant de cette forme quadratique est nul, j'obtiendrai une equa- 
tion algebrique en X de degre «, qui ad met Iran racines : 
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D’aprcs la I lieorie dos formes quadrat iques, on voil que, 
eommo A ot B soul lies formes positives, l'equation on ). r. 
ses raeines reel les el positives. 

Nous allons inontrcr quo, oil siipposant les raeines 
> s , ... rangccs par onlre do grandeur croissanto, on a : 

*i < >. 

< >•» 

h n < >•„ 

En cITet, on sail qn’il est loiijours possible d’ell'uctiier 
one substitution telle que A el B prennent les formes sui- 
vantes : 

A = -f ). 3 ^ + ... + )„»;■! 

» = p? + n + ... + n 

p,, po. .... [i„ etant dcs combinaisons lineaircs et homogenes 
des x. 

On aura dans ces conditions : 

A _ /,<$? -4- )■■>&; + ... 4- ?■«&?, 

B ~ p? -|-pf-f — 02 

Les fouclions F,K a ... F„ etant donnecs, si les coeflicients 
a varient de toules les inanieres possibles, le rapport ^ 
sera compris cut re 5., el /.„. 

Or, 1c minimum absolu dc ec rapport est A, ; il en results 
que l'on a : A, < . 

En second lieu, remarquons que, le nombre dcs a etant a, 
on peul inlroduire enlro ces quantiles (» — 1) relations 


I.IMITKS StJPKMKURKS DKS QUANHVKS A 


•m 

lineaires ; nous prendrons, par cxcmplc, les relations : 

(I) ff l I'U, * = ... A = O 

el: 

(i) = •■• = ?.. = « 


A ;.,H + ... + w 
B~ M-+-+fc.* 

On voil que oe rapport cst tonjours infcrieur a Or, si 
nous obscrvons quo la fond ion F osl assujellie aux condi- 


tions (1), nous vorrons quo lo rapport | a pour minimum A ,, 
(Cf. n° 124) ; il on rosulte done : 


/■„ < 

Nous avons done trouve ainsi dcs limilcs superieiircs 
pour ccs quantiles A. 


132. Nous allons niontrcr mainleiinnl qu’on pent teouver 
dos liniiles inferieures pour ces quantiles. 

Considcrons d’abord A, . On a : 

4 fffz * 

JIM * 

On diminucra le second membre en remplaganl : 




2U 1‘ROl'IUKTKS DKS FONCTIOXS IIARMONIQUFS 


eli 

<ft o par </<•». | | 

? lilaiil l'nnglc quo failavee ox la nonnale a lVOemcnl </<•>. 
On aura done : 

ffj ) .<*» d, j •'= + '• /’/•' < i ™ s ? i 

", > rT -; — 

<h: ll !f (h 

Nous decomposons le volume cn cylindros parallelcs a ox 



nl dc section inlinimenl petite. Celle section esl d’aillenrs : 
1 doe dy j = dot | cos o | 

On aura done: 


ffa <<’ + '• < u <" + U : 2 ) 

ff'J.’l dz ylj? dx 
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m' cl a?" sont les abscisses des points oil lo cylindrc iufini- 
mcnt pclit coupe In surface tin corps ; 

lj{ cl UJ soul les valours do. U t , corrospondant aces deux 
poinls. 

I.es int6gralcsdoul)lcssont dloiidues ii la partic du plan 
des \jz limiliio par )c contour apparent du corps. 

A cliaque point de cello airo correspond une certaino 
valour du rapport : 

* /iij rf® 

el I'on veil quo : 

f fill!, 'tz 

a line valeur comprise entre les valours extremes du rap- 

I "* 1 S’ 

l*ar suite, si oil. pcul Irouver un minimum pour le rap- 
port cc sera a fortiori un minimum pour /•,. 

(ilierchons done a determiner la fonction U, Idle que Ton 
ail : 

N = jV.‘ <fa = I • . 
ctqui rendc minimum l’expression : 
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Commit on l'a drjii vn, il fiuidra dcrire quo : 

SM=o 

psl nne consequence do : 

8?S’ ±= o. 

On a : 

I = / $ 1% .<*» + ’■ lUW + 

et coniine : 

* / r' ‘ •' r' 

on voil quo 1 Vqiialion : 

SM = o 

s’oei il : 

W'fw-fj+.ll* [w+^J -fp>VM=*. 

Cello equation doit elre nne consequence de : 

| SN = /”U5U du = o. 

On doit done avoir : 


car, pour quo la variation de soil nullc, il fanlquc I’on ait: 


sm _ isr 
8 N - ft > 
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On aura ilonc pour U les conditions : 


rfMJ 

tlx* 


-f wi*U = o 


pour Ins valours do .<• ooinprisos outre .v cl :r u . 


Al I 


rflJ 

tlx 


O 


pour .<• = ,v- 


All + 


rfU 

th: 


= o 


pour .«! — .v" 


la fountion U sera tic la forme : 

cos in lx — /i). 

On determinorn les deux conslanles m *‘l a par les condi- 
tions uux limilos. II esl inutile do foire ioi lo calcul; je 
nio horncrui a observer quo le minimum, quo nous ohlicu- 

d rolls ainsi pour esl tl'niitant plus petit quo .v" — x' esl 
plus grand. 

On voit done qu’ilcsl possible do determiner un minimum 
do la quantile k. 

133. On pout do mdinc trouver line limitc inlericure tic 
h t . Bn supposant, d’abord, A = o, on trouve par uno md- 
tliodc fondec sur le memo principe quo la prdendente : 



% diant une certaine constante numerique ; W representant 
lo volume du corps ; et sa plus grande dimension, c’est-ci- 
direla distance maxima de deux points du corps. ( American 
Journal of Math., tome XII.) 


Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheqi 


de France 



248 PROriUKTKS I)FS FOKCTIOKS HARMONIQUES 
On Irouvcrait egalcmcnt : 


(Rendiconli del Circolo Matemalico di Palermo , 1. VIII.) 
Celle formula, demon! ree pour h = o, sera vraie, a for- 
tiori, pour h > o, puisque les quantiles It croissenl cn mfimo 
temps que h. 

184, Nous allons montrer que, quelle que soil |la valeur 
de It, les quantiles /.■ croissenl indefinimenl avee l'indice «. 
Posons : 

F=« 1 U, + «,U 1 + + .,„U„ 

et considerons la forme quadratique : 


A =jxr2i(s) !A +"// Fi "“ 

qui peul s’ecrire en Iransformanl par la formuledc Green: 

A =Xf r (^+'' F >“-./7/ Fii; *- 

Et comme on a ici : 

dF , ,,, 

— 4- flF = o 
dn 1 

il vient: 

A =-/// FiF *- 
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c'esl-a-dire : 

A = J'f /[«,U, + ... +..UJ M,u, + - + mvia * 

lin tenant coniple dos' relations auxquellcs satisfont les 
fonctions U, eeei devient : 

A = >,*? + 4 a «j{ -{- ..... + 

On a de meme : 

11 =///*’*■ 

D’oii : 

On a done: 

A _ *,«? + + + M 

B *?+*§+••••• + ®n 

Oji en conclul quo, quelles que soient los quantiles a, on a 
toujours: 

!<*- 

Nous allons maintenant cherelier une limite infcricure du 
rapport Pla^ons-nous d’abord dans lo cas de /< = o. 

Divisons le solide donne cn (» — 1) solides parliels ; nous 
considererons cliacun d’eux commc un solide dfe m6me con- 
duclibilitc que le solide total, et donl la surface est imper- 
meable a la chalcur. 

On aura pour cliacun deces solides : 

A, — o, 
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et, par suite, la fonction U, correspondante sera une cons- 

tante. 

Designons, d’une mani6re generale, par h 2 t, U, f , les 
valeurs particuliercs des expressions h 2 , U,, relatives an 
solide partiel de rang i ; et par A/, B„ les integrates A et 
B etendues seuleinent a cc solide partiel. 

Les quantiles a etant au nomine de u, on peulles assu- 
jeltir a (« — 1) relations lineaires quclconques. 

J’obticndrai ( n — 1) relations de cclte sorlc cn ecrivaul 
quo l'integrale : 

/// F * 

esl nulle lorsqu’on l’etend a cliacun des (n — 1) solides 
parliels. 

La fonction F ainsi ddlerminee satisfera a l'cquation : 

fffv U„*=o 

l’integrale etant clendue au solide partiel de rang /. Cela 
resultc de ce quo U,/ est une constante. 

Or, on sait que, quand F esl assujctlie a salisfaire a celte 

condition, le minimum de est alors h 2 t. 

Si done on appel|e h 2 la plus petite des quantiles /; af , on 
aura : 



En eoinparant avec I’inegalilo obtonuc plus liaut, on 
trouve : 

h i, > k: t . 
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On peut fairc la decomposition en [n — 1) solides parliols 
d’une fagon arbitrairc, et si » est assez grand, on peut ope- 
x \y 

roi* de fagon que la quantile -rjr- croissc au-dela dc loutc 

limitc pour cliacun des solides parliols. 

11 on resulle quo k„ crotl au-dela dc loulc limitc dans le 
cas de h = o, el, par suite, a fortiori dans le c.as de h > o. 


135. Solution du problems du refroidisseraent d’un 
corps. — II nous reslca savoir comment on peut resoudre, 
a l’aide des fonclions Uf, le problfcme de Fourier. . 

II s’agit de trouver une fonclion V satisfaisant aux condi- 
tions : 

d\ 


a l’interieur : 


h la surface, el : 


-- == AV 


tfV , fV 

=° 


V = V 0 (a;, >j, s\ 


pour t — o. 

Supposons que l’on ait reussi ii devclopper V 0 en serie 
procedant suivant les fonclions U*. 

Soil : 


V, = A,U, + A 1 U a + ...+A„U.+... 


Je dis que la solution du probl6ine sera : 


V = A,U, c~ V -f- A s U a -f- ... -}- A,jU M -f- .. 

On verilie, en diet, que eeltc fonclion satisfail aux condi- 
tions du probleme si, bicn entendu, on suppose reniplies 
toutes les conditions de convergence. 


2o2 PROPRIETES DUS FONCTIONS HAR MONIQUES 

Ainsi done le probleme esL ramene a developpcr une fonc- 
tion donnec V 0 («■, y , z) suivant les fonctions U. 

Si le developpcmenl exisle, on en pourra facilement trou- 
ver les coefficients, lin effel, soit : 

V 0 = A,U, + ... 4- A„U„ -f ... 

Multiplions par et inlegrons. On aura : 

(1) A'=fff\\U n d< 

Mais la possibilite du developpement n’est pas etablie 
d'une manicre rigourense. Pour qu’cllc le fut, il faudrail 
pouvoir ddinontrer que, si Pirn pose : 

(2) V = A,U, e-*, 1 A„U„ «-*■» R 

les coefiicients A ctant dclinis par 1’equation (I), It lend 
vers zero lorsquc n croil indeliniiucnt. Or, ce point n'est pas 
deniontrd. Nous demonlrerons seuleincnt que : 

SIS'** 

que l’on petit appclcr la moyctme du carre dc l’erreur corn- 
niise, tend vers zero. 

136. Coniine V, ainsi que cliaeun des n premiers lernies 
du second nicmlire de (’equation (2), salisfait aux equations: 



PROBLEMS DU REFROIDISSEMENT d’uN CORPS 2o3 
on cn conclut, d’apres colte egalild (2), quo 11 y satisfait 
egalemenl. On a done : 



a i’inlerieur. et : 


<m . , n 

— -f-AR = o 

(In ' 

ii la surface. 

Je vais dcnionlrer que 1’on a : 

Iff “»-*=•« 

pour loutes les valours do i infurjoures ou egalcsa n. 

I£h effel, muliiplions les deux niembres de l'egalile (2) par 
Uf //r, et inlegrons, il vient : 

. s =f f fxu,dt \i dx 

1 ' 

ou, en reinpla^anl A/ par sa valour : 

D'aulrc part, puisque Ton a : 

J =S.ff xv ‘' h 

on en conclul : 

I 

rfJ 

dt 
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Celle derniore expression, transformec par la formule do 
Green, doime : 




L’intcgrale double esl nolle d’apres les proprietes des 
fonctions V ct U,-, il rcsle done : 


55r/// V4U '* 

on : 

On arrive ainsi ii une equation dilTcrenliclle entre J cl t, 
d’ofi on tire : 

Rcporlons ces valeurs dans l’cgalile (3), elle devienl : 


Iff 1 ' «-*=■>, 


vc qu'il fallail deinontrcr. 

137. Cola pose, eonsiderons l’inlegrale : 

u =/./7 li,rf '- 



PROBLIiME DU REPROI D1SSEMENT I)’UN CORPS 2o5 


Demons par rapport a t. On a : 

(S)’ *+''/, 


f=-“ 


A el B out la nidme signification quo dans tous Jcs developpc- 
A 
B 


meats precedents. Or, on voil ici quo a pour minimum 
On a done: 


$< — -B. 


Don Ton conclul aiscmcnl : 
B < 


B 0 rcprcsenlaul la valeur de B pour l =z o. 
Or, pour / = o, on a: 


V 0 = A < ti, + ...4-A„U M + lV 
Klovons au cami cl integrons, il vient : 

///vi * = A} + A> ... + AJ + H„. 

On on conclul : 


»• <///'’**■ 
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D'oft enfin : 

Or, on pout prendre n asso/ grand pour que /i„ +1 soit 
aussi grand que l’on -veutt Done : 

Iff 115 *• 

lend vers zero. 

138. Generalisation de la m6thode de Cauchy. — 
La possibility du devcloppement, suivant les fonctions U 
d’unc fonclion arbitral re V 0 delude a l'intdricur d’un solide, 
n’est pas dcmootiee. 

Nous allohs doimer uu aper$u d’uue metliodu que Ton 
pourrail essayer d’employer pour elablir ce point. 

Admetlons, d’abord,la possibilitd.de ce devcloppement, ct 
spit 

V # h= A,U, -f- ... + A„U„ -f ... = S A„U„. 

Chcrchons une fonclion S telle que l’on ait, \ dlaiit line 
constantc : 

IS -t- ss = v 0 

& l’intdricur, ct : 

t/S .;;> 

— 4- AS = o 
dn 1 

a la surface. 

On aura : 

s." v.iu:.. 
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D'ofi : 

4S = — 

On dcvra done avoir : 

K - *■) u » = 2 A " U “- 

D'oft I’oii deduil 
et, par suite : 

Si l’on considcrc S coniine fonetion dc 5, et quo Ton domic 
a 5 des valours reelles ou imaginaircs, S sera unc fonetion 
incromorphe de 5, et l’on aura : 

!s = E A " u "r=iC 

Par suite, lorsquo 5 croit indcliiiiment : 
lim (SS) = 2 A„U„ = Y„. 

Done : 

Srsj^l. 

139. Nous allons lnuinlenant renverser l’ordre des consi- 
derations qui precedent; nous chcrclicrons a demonlrer 
qu'il existe des fonclions S salisfuisant aux conditions : 

iS+ISsV, 

HHII'Ail AT10X in: I. A lalAl.KlIt. tl 


\ — k„ 


s _ v A„y„ 
2j 5 — h„ 
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& l'interieur, ct : 

t/S 


Sla surface. 

Rcmnrquons, d’ahord, quo, si 5 n’est pas egal a l’unc des 
quanlites k „ , i! ne pourra y avoir qu’une solid ion. 

En diet, s’il y avait deux solutions S ct S -f- T, on aurait 

AT + 5T = o 

s + * T '=" 

et il faudrait pour cela que? fi*it egal a l’une des quanlites A. 
Si l'cn a : 

5 == kni: 

je dis qu’en general il n'v a pas do solution. Jin diet, 
appliquons lc llieorenie de Green aux deux fonctions S et U„. 
On a : 


//( 


s Hir - u > s) =///< SiU - - u » i8 > *•' 


cfU„ 
iln ’ 


dS 
d/t ’ 


En rempla^ant par leurs valours les fonctions : 
AU„ et AS, 

on obtient ia condition : 

///U,V 0 A = „, 


qui n'est evidemment pas remplie en general. Si ellc se 
trouvo remplie, il y aura une infinite de solutions, car on 
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pourra ajoutcr h la fonction trouvcola fonclion U„ multiplied 
par une constante quelconque. 

Lc point important a elablir scrail de demonlrer qu’il y a 
une solution lorsquc ; est different de k n . 

Les demonstrations quo l’on fonderail sur les maxima el 
minima des integi-alcs delinies ne sonl pas rigourcuses. On 
pourrait Irouvcr une demonstration plus rigoureuse en 
cmployanl une melhodo analogue a celle de M. Schwarz 
pour l’equation de Laplace. One fois I’oxislence dc S ctablie, 
on dcinonlrerail que c’est une fonction mcromorphe de S. 

On clierchera la valour asymplotique de S,et on verra que 

c’est -=*• 

140. Los points singulicrs de Ssont les points S = A„, et 
ce sont des poles simples. On en chcrclicra les residus ; pour 
cela on posera : 

S — — U 

“ 5 - hn 

et la limite de T lorsque 5 lend vers /*„ sera lc rcsidu corres- 
pondant. 

On aura : 

AT + ST = (;-*„) V 0 . 

Par suite, a la limite : 

AT -f- A|,T = o, 
ce qui montro que l’on a : 

T = *„U„ 


a„ etauluue cerlaine constante qu’il resle a determiner. 


2G0 PROPRIETIES DRS KONGTIOKS HARMONIQUKS 
Pour cola servons-uous do !a relation obtenuo deja plus 
liaut par lc theoreme do Green : 

J' f fl SAU„ — U„iS) di='o 

qui devicnl, cn ictnplai;anl AU„ ct AS par leurs valours : 

///u„S(S-W*=///U.V t rf, 

e’est-u-dire: 

///U.T *=///»-''.* 

ou, lorsque 5 tend vers h„: 

- J'ff^ *=/// u * v .‘ h 

ou, cnlin : 

Ceci pose, on formcra l’inlegralc : 



prise le long d'un ccrcle dc rayon intiiiiment grand, elle 
sera egale ii V 0 , puisque la valcur asyinploliquc do S rsl 
V 

-j 5 ; d’autre part, cetle integrate est egale a la soinmc des 

residua do la fonction S: on on deduil lc dovcloppcinelil do 
V 0 suivanl les functions U. Tout cola n'csl qii'un apei\‘ii 
ubsolumenl dupourvu do rigueur. lei encore je renverrai an 
me moire eiludu Civcolo Mate in a t ico , 


COMPARISON AVKG LA METIIODE 1)E CAUCHY 2G1 
141. Comparaison aveo la mdthode de Cauohy. — 
II y a une grande analogic entrc celte mcthode et la ine- 
thodc dc Cauchy pour le developpemcnt des fonclions sui- 
vanl dcs cxponcnlicllcs dont Ies exposanls satisfont a une 
ccrlaine equation transccndaiile (chapitre xili). 

Coinparons, par exemple, Ics deux methodes dans le cas 
parliculicr du rcfrcidisscmentdc la sphere, lorsquc la tempe- 
rature inilialc nc ddpend quo de >•, 

Lps fonclions U sont, dans ce cas, de la forme : 


p satisfaisaiit a 1'equation : 

- ««!» — A;«. 

On voil quo Ton a dans ce cas : 
tin = <A. 

Par suite, si Toil a: 

m - % 

on aura : 


s = '2“-r^i 


Voyons liiailitcnanl ce [que devient ici la fouctfon H quo 
nous uvons employee dans la melliodc de Cauchy. 

On connail les poles p de la function H, et le residu cor- 
respondent a tin pule p csl precisOmcnt le termo en e‘V- r 
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du developpement de f{r) suivnnt les (emotions • Or, 
conune l'on a : 


/■(»•) = 2 7- sin W 


_ y Ik e *„._ y Ik 

Zj^ir Zi'iir 


J 2iV 2iV 

on cn conclut : 

H ( -> - V I'B.. ^ Ik «- 

,, , . vi 13 „ ,ssinp.„ r — i’j* cos a,/ 
1* ’~J — 2j r z* u. 2 

On a par suite: 

H(— -) = ST’ 

On a done : 


: sin y.j. — iij. r cos 


l\ (x) — H( — z) Y )i„ siiijA,, _ s . 

2s “ 2 j ,• j 2 -.*,, 2 ^ ; 


On voit done quo les deux fouetions H et S sc ram6nent 
l’uno a l’aulre. 
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PHOBLfiME GENERAL DU REFROIDISSEMENT 
I)E LA SPHERE 

FONCTIONS SP1IER1QUES. - SERIE DE LAPLACE 


1415. Nous allons traitor le problfimo du rcfroidisse- 
ment d’unc sphere dc rayon 1, lorsque la temperature est 
distribute d’une manitre quelconquc dans le corps. 

La solution dece problenic se rattachc a l’ctude des fonc- 
tions spberiques. 

143. Polyndmessphfiriques. — Nous appe11eron3 poly- 
nome spherique d'ordre » un polyndme II„ do degre n, 
enlier el homogene par rapport a y, z, tel que l’on ait ! 

All,, = o. 

Un polynoine homogene de degre >i a trois variables con- 
tient ^ cociricients arbitraires. 

All,, qui est de degre (n — 2) coutiendra g ^ coeffi- 
cients. 
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Si II„ cslunpolyndme spherique, lenombredes coeflicients 
arbitrages sera done : 

{« -f \) (n 4- 2) » (n — 1) _ 2)i j 

On voil done qu’il existera (2« + l)polynomes spheriques 
de dogre n lineaireincnl independants. 

144. Fonctions sph6riques. — Passons maintenantaux 
coordonnees polaires on posant : 

se = »• sinO cos 9 
;/ = r sinO sin 9 - 
*==> cosO. 

On aura: ; 

(i) 

X„ etant uno cerlaine fonction de 6 ct que nous appellc- 
rons fonction spherique. 

On a l'identite : 



Si, dans les dqualions (1) cl (2), on fait : 


dies dcviennenl : 


II,. = 
fill,, _ 
fin; ~ 


X„ 

jiX„ 


— etant la derives suivant la nurinule exteriemc. 
dn 

Gonsiderons mainlenant deux polynonies spheriques 
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d’ordres diffcrenls : II« et U m , et appliquons-leur la formula 
de Green: 

JJ ifc- rf “ n.in„) A 

Le second membre est nnl, et le premier se reduit & : 

(•*-»)' //X„X„A>. 

11 en resulte que : 

/'/’x„X»,rf» = o 

145. Sdrio de Laplace. — ; De memo que nous ayous 
demonlrd la possibilite du developpemcnt d’une fonclton 
arbitraire d’uno variable cn serie de Fourier, nous allons 
demontref qu’une fonclion arbitraire dcs deux angles 0 et «. 
peul 6tre represenlee par une serie procedantsuivontlesfonc- 
tions spheriques. 

Avant de donner une demonstration rigoureuse, nous 
allons exposer la mclhodc par laquclle Laplace a etc conduit 
a ce result at. 

Considerons une sphere de rayon 1 , et supposons qu'a sa 
surface soil repandue, suivant une loi quelconque, une mature 
atlirante; soil Y sa densile superiiciellc. 

Considerons un point M non silud sur la surface. Soienl 
x. y , z ses coordonnees rectangulaircs ; >*, f , 0, ses coordon- 
nces polaircs. 

Soil M (a;', y\ z'j un point quclconque de la surface; ses 
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coordonnees polaires sont : 

1, O', <p’ 



Si y represente l’angle MOM' (/?</. 30), on aura par la tri- 
gonometric sphcrique : 

cosy = cosO cosO' -f- sinO sinO' cos (<p — 



et, sip reprcsenle la distance MM', on aura : 

f » = (<B — a;') 1 + (y — yf + (s — s';’ 
ou : 

p a = 1 — 2>* cosy "f" , ' 9 - 

Nous allons chcrclicr le potentiel U de lacoucho attractive 
au point M. 

Jin appelant rfo> I’elemcnl de surface, dont lc centre esten 
M', on aura : 
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Supposons, d’abord, quo M soil a l’interieur de la sphere; 
dans ce cas, l’expression: 

^ = [1 — 2 r cos y + »•*] 2 

pouvra se developper suivant les puissances croissanlcs de »*, 
puisque l’on a : 

r <1 

Soil: 



ce devcloppcmcnl. On aura : ! 

(3) U =2 

esl une fonclion do y el, par consequent, de 0, <p, O', <?'. 

Considerons J*„ comine fonclion de 0 et y ; nous allons de- j 

monlier quc c’est une fonction spheriquc. 

On a, on effet: * 

! 

! = [(«- a,y + is - 1 ft + (i - ' 

Coinnic l’on a : i 

+ y 1 + s* < x * -t- y' 1 4- s' 2 j 

on pourra developper suivant les puissances croissantos 
do x, y, z. ' ' 

Soil : | 

(!) = II. + II, + II, +... + II, +... j 

■ I- 

II„ diant un polynomc lioniogeno de dcgre n en <e, y , z. •< 

j 

f 

9 

r 
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Je dis que 1I„ cst un polyndine splicrique. Kn cffct, on a : 



F 


Done: 

AII 0 + All, + ... +AII„ + ... =o. 

Comme Je premier nicmbre esl. line suite de polynomesdc 
degres dilTdrcnls, on doit avoir separement : 

An 0 =An,=... — AJI„ = ... — o. 

Pour passer de ce dcvuloppement en :c , y , z au developpe- 
tnent precedent, il suffirn de transformer en coordonnces 
polaires. On voit que : 

II 7J = V„.r\ 

Ce qui montre que P„ est une fonclion splierique de 0 et<p. 

On vcrrail de mcmequ’en posanl : 

x„=//V„rf» 

X„sera egalcmenl une fonclion spheriquede 0 el de et l'on 
aura : 

u=S ■■■%.• 

148. Si iiiaiutenaul on suppose que lp point M soil 
exlericur a la spli^rc, oil aura un resultat tout a fait analogue 
oil developpant - suivant les puissances croissantcs do 
ce qui donnera : 

1 , I'i 2 .1 f 5 v, P. 

;='■ I y CM ' r + ^J 
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el: 



Si on considere la composanlc do l’altraction suivant Io 
rayon vccleur, on a pour le point intericur : 

(«! f = E x - 

et, pour lo point exterieur : 

Soicnt, d’aulre part, p. etjx' deux points silues, le premier 
a l’inleriour, le second a l’exterieur de la surface allirante. 
Soicnt a ct a' les valours de ~ cn cos deux points. 

On sail que, si les deux points se rapproehent iiideliiiimenl, 
on a a la limile : 

(G) % — a' = -IsV, 

V etanl la valour de la densile an point de la surface qui est 
la position limilc de p. ct 

Faisons done tendre >• vers l’unite; l’uquation (6) lions 
donne a la limite : 


E»X.- £ -(» + •) X, = 4»V. 


Cost ainsi que Laplace a die conduit a ertte serin. 
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147. Demonstration de Dirichlet. — La demonstration 
quo nous venous dc donner n’esl evidemment pas rigou- 
reuso; Dirichlet a, le premier, donne une demonstration 
satisfaisante. C’est, d’aillcurs, cello demonstration que nous 
allons reproduire, inais en y inlroduisanl d’asse/. profondes 
modi(icalions. Avant dc l’abordcr nous devons d'abord 
resoudre le problems suivant : 



Trouvcr une fonclion W de r, 0 el f qui sc reduisu it V it 
la surfuce debt sphere, et qui a l'interieur dela sphere salis- 
fassc it l’equnlion AW = o. Cost le problems de Dirichlcl. 

Cunsiderons sur uu rayon 01* ( fiy. 31) deux points M el 
M'u dcs distances du centre r et »•’, telles quo Ton ait: 

vr — 1 

Soienl : V, la valour dela fonclion donnec cn I*, U, le polcn- 
liel cn M ; U', le potent icl en M', qui restilleraicnl d'une ina- 
lierc de densite, V repart ie sur la surface. 

Si on considers les coinposantes de l'allraclion dirigues 
suivant 1c rayon vccteiir, on a: 
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U == ^ X„» ", 

u ' = S^fi = S^* 1 = ,v - 

On en conclut : 


rfU’ 

dr' 


, 21 1 
= — r 3 — — r 2 U. 
dr 


Done l’egalite (7) devient : 

w + *-S+^]=‘»v. 

Considcrons la fonclion \V dcllnic par l’equalion : 

•fa\V = ir*jj2+U. 

On sail qu a l’inlericur de la sphere on a : 

Al] = o. 

On en deduira aisement : 

43) « 

et, par suite: 

AW = o. 


Ceci pose, I’equation (8) pent s’ecrire : 

lim |l*W -f- (1 + r» - Sr) U (>■> - 1)] = hV 

lorsque r lend vers 1. 
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Par consequent: 


\V est done la solution du problenic do Diricldot pour la 
sph&re. 


148. On a pose : 


el coniine on a : 


/u _ f(\ do> 
* ? 3 


i-w 


(cos y — »•). 


in ira, 


D'autrc part, on a, a I’iiitdriciir: 

u = V x..- 


el, par suite : 


t/U 




(!e devehippement csl valaldo a I'iuterieur de la sphere; 
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s’il dtait valable sur la surface, on aurait : 


v = 2'^x. 

Cost co qu’il s’agit do ddmonlrer. 


149. Nous nllons considercr U ct W comme dcs fonclions 
dc r, en regardant pour un instant 0 et comme des cons- 
lantes el en donnanl a r des valours reelles ou iinaginaires. 

Lorsquer est reel ct infcrieur a 1, nous venous de voir 
que ces fonclions sont ddveloppables en series procedant 
suivanl les puissances croissantcs dc »• ; 1c rayon de conver- 
gence est done au moins egal u 1. 

Nous allons clicrchcr si les dcveloppemenls sont encore 
valables lorsquc le module dc r est egal a 1. 

Nous sommes done conduits a nous poser la question sui- 
vantc : 

IStanl donnec une fonclion W (»’) holomorphc a l’inldrieur 
d’un cerclc dc rayon 1 cl devcloppablc, par consequent, sui- 
vant les puissances croissantcs de r pour | >• | <1, quelle 
est la condition pour que le developpement soil encore va- 
lable sur la circonference dc rayon 1 elle-inemc, e’est-a-diro 
pour : 

r — e'V 

<j/ etunl reel ? 

Soit done : 


(1) W = S K<-‘ 

J'obscrve d’abord que, si sur la ciiconference \\ est 
1'ini'AtiATins nr. i.a r.iiAua'ii. IS 
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devcloppablc par la sdric dc Fourier, sous la forme : 


(2) W = + 

les deux devcloppcinonts doivent dire idenliques, e'est-h- 
dire quo l’on doit avoir : 


B„ = A„, C„ — o. 


( 3 ) 


_ _ f W rfr _ 

c _j "~ W <H j \\ ifr i—' _ o 


Los integrales : 


f W dr fx 

. ..j.Sf* *!■ + *’ / 


doivent litre prises le long do la circonfercncc dc rayon 1 ; 
elles sontdono cgales par le tlicoremu do Cauchy a la scinme 
des residus des functions: 



relatifs aux. poles sillies ii l'interieur du ccrde de rayon 1. 

l.a premiere n'u iju’un pole, r = o, avec le residu A„ ; la 
seeonde n'en a oucun. 

I, os egalites(3) soul done deinoulrccs. 

150, Nous so i nines ainsi conduits a nous poser la ques- 
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lion suivanlo. Quelles soul lcs conditions q':e doil rcmplir la 
fom-lion W pour etre developpable or. seric do Fourier 
quand on fail r = c'ty. 

Je suppose que la fonclion W reslc finie el salisfasse aux 
conditions dc Diriclilet, sauf pour un nombro /fnj de. valours 
dc •!> quo j'appollorai points singulars. Iin un point singu- 
lier, W jjourra cesser de satisfairo aux conditions dc Diri- 
clilet ou memo devenir infinic ; mais l’intcgrale: 

J' I w I <li 

devra resler finie. 

S'il cn est ainsi, je dis que la fonclion \Y est develojqiable 
on sorie do Fourier. Pour monlrer que la demonstration de 
Fourier esl eiicoro applicable, il suliit evidennnent dc prou- 
ver que I’inlegrale de Diricblel: 

. S» + I . , 

/.»- sin — - — of — <J, 0 ) 

j = / w (•» — — r 

sin 

lend vers a NY (y 0 ) quand n croil jndciiiiimcnt. 

Je supposerai un soul point singulier 'J*, (la demonstration 
scrail la memo dans le cos oil il y on aurail jilusicurs), ol je 
sujiposurai do plus pour fixer les idees •]», > 

Je parlagerai I’intcgrale .1 on trois integrates parlicllcs : 


J = J 0 + J, + J a : 



be lliooremc de Diriclilet (S -II) noils apjircnd quo. 
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que soit t, J 0 tend vers -W (^ 0 ), el J 4 vers 0 quand n cioit 
indefinimcnt . 

Nous supposerons quo l'on prend toujours t < e 0 , e 0 <5lant 
une quantile fixe plus polilo que ■}, — t}< 0 ; on aura alors 
enlre les liiniles de l'integralc J, : 



M etant un nombre fixe, d’ofi : 

(1) i j, i < i w i <i' t . 

D'apres les hypotheses failes, le second nicnibrc dc l'ine- 
galitd (1), d’ailleurs indcpcndanl de h, tend vers 0 avec e. 
Voici done coimuenl on pourra conduire la demonstration. 
Je veux demonlrer qu’on pent prendre « assez grand pour 
que : 

(2) |J-aV(W|<v, 

quel que petil que soil r t . 

Pour cela je prendrai d’abord e assez pelit pour que : 


M/fsvrrfKj. 

d’ob : 

Le nombre t etant desormais fixe, je prendrai n assez grand 
pour que : 

i j # _*w(* 0 )i <5 

ce qui enlralnera l’inegalite (2). 
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151. 11 no me rcsto done plus qu'a eludicr les singulari- 
ty que peut presenter la fonction W, definie au § 147, pour 
»■ = e f i/. 

Les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction V 
n’ont pas etc deludes par Diricldet avec la in£me precision 
quo pour la surie de Fourier ; nous supposerons dans ce qui 
suit quo Ton puissc diviser la surface de la sphere en re- 
gions R„ R„, separees les unes des autres par des 

courbes formees d'un nombre fini d’arcs annlytiqucs ; dans 
chacune do ces regions la fonction V sera finie, continue, et 
possedera desderivees du premier ordre par rapport a 0 ct <p ; 
mais clle pourra eprouver des variations brusques quand on 
passera d’une region ii l’autre. 

Soil M un point inluricur a la sphere, a la distance >• du 
centre. 

Prolongeons OM jusqu’au point do rencontre 1* avec la 
sphere. 

Nous prendrons, com me courbes de coordonnecs sur la 
sphere, des petits cerclcs de pule P el des grands cercles 
passant par le point P et son antipode. 

Un point M' dela sphere sera defini par Tangle POM* = y 
et par l’angle « du grand ccrclc PM' avec un grand cercle 
fixe pris pour origine et passant par P. 

Dans ces conditions, l’elumcnt de surface de la sphere 
sera : , 

tfu = sin y tty d%. 

Reprenons la fonction U dont nous nous sommes deja scr- 
vis prcccdcnmient : 
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il faudra intcgrer par rapport a * do o a 2s, el par rapporl a 

y de o a 

Posons nlors : 

I'M = J v*. 

On aura : 

U _ j' t'M sinv >' ■{ 

* 0 

152. I.a fonctiou F (y) est unc integrate prise lo long 
d’un petil ccrclc dcpoleP; cc petit eeiv.lo pourra : on bicn.se 
trouver tout enticr a l’inldrieur d’une seule region, comma 



dans la figure 32, ou bien etre compose de plusicurs arcs 
silues dans des regions diflercnlcs. 

Dans co dernier cas, nous decomposcrons l’int«5grale F(y) 
en integralcs parlielles relatives a ces differents arcs. 

Soil, par excmplo : 

F, ( r )= r\'dr 

l’integrale relative a l'axc «,«, {fig. 33). On aura : 
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Dans le nu'inc ordre d’idccs, on dcconiposern U on nn cer- 
lain noinbro d'inlegrales imrliclIoK etcndues cliacunc a une 



ITi;. 33. 


cerlaiue region; chacune do ces integrates sera do la forme : 



l’’, (y) etant une integrate donl les limiles a, cl a 2 varient 
avec y- 

453. Rnvisageons F lornmc fonction de y. Nous allons 
ctudior d’abord les singularilds de la fonction F (y ) ; ce sera, 
on general, une fonction continue, car en general a, et a* 
varieront d'une inaniero continue. 11 y aura exception 
lorsque, parmi les arcs qui limilcnl la region considcree, 
figurcra un arc de petit eercle ayanl son pole en P. 

11 y aura dans ce cas une variation brusquq deslimites de 
l’integrale. 

je dis qu'en general F(y) a une derivee linie, memo pour 
les valours imaginaires de r; on acneiTcl: 



I 
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I/integrale est toujonrs finie, car j'ni suppose qu’a l’inte- 
rieur d’une mfinio region V avail des derivdes du premier 
ordre finies.F'(y) no pent done devenir infinie que si I’unc des 

qnantites ^ devient clle-memo infinie, ce qui arrive si 

le petit cerclo devient tangent au contour qui limite la region, 
D'ailleui-s, en ees points, F'(y) devient, si le contact est 
du premier ordre, infini de l'ordre do: 

1 

vr — ro 

en appelant y 0 la valeur de y qui rend F'(y) infinie. 

Si le contact du petit cercle avec le contour de la region 
est d'ordre «, F'(y) est infinie de l'ordre de : 

(y-YoA 

En resume, la fonction F (y) est finie et a une derivee 
finie, sauf pour certaincs valeurs singulidres en nomine fini 
que j’appellerai : 

j ‘ To. Yi» ••• 

Ayant une derivee, elle satisfera aux conditions deDirichlet. 

154. Eludions maintenantla fonction U considerde comme 
fonction de r = ety. Elle est definie par une integrate : 


la quantite sous le signe J ' devient infinie pour p = o, e’est- 
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Si •{> r= + Kir (K enlier), elle devicnt iufinie d'ordrc - ; si 

— Kn, elle itn devicnt pas infinie, ear le numeratcur sin y 
s'annule pour y = ± •{■. 

Dans un cas comme dans 1'aulrc l'inlegrale rcstc finie. 

U cst done unc fonction qui est toujours finie. Nous allons 
voir maintenant quo, sauf en ccrlains points singuliers, elle 
a uno derivec finie et salisfait, par consequent, aux condi- 
tions de Dirichlet. 


Considerons maintenant 


Soicnt y 0 , y,... les valeurs singulieres de y, c'csl-a-dirc 
celles qui rendent infinie F' (y). 

Nous meltrons cos valeurs singuli6rcs on evidence en dc- 
composant l’integrale U en uno sommcd’inlcgralespartielles 
admettant ces valeurs singulieres pour limites, et tellcsquo : 


<») 




1 clt 


On en conclut que sera la soinme des derivees de 

toutes ces integrates. Or, l’inlegrale (9) peut se transformer 
en remarquant que : 


siny 

P 


1 

r d f 


pEM-gi sr d r = f'S± 
J ft P J y 0 
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Coniine Ton a : 


cl, par suite : 


dp __ r -- cos v 
dr ~~ p 


rft 


1’ elanl tin polynoniR cutler eii »*, on voit quo — sera lino 
sonimo depressions, idles quo : 

« ■ 

155. La premicro purlie no pent deveiiir inliiiic epic si 
p s’annule pour y = y 0 oil pour y .= y,', c’cst-ii-dire si: 


ei, dans cocas, on aura nil infini d’ordre-- 

Quant it Tinlcgralc, die restera finic cn general; 

EnciTel, la quantile sous ie signe j no pent devenir in- 
linie quo dans deux cas: 

1° Quand F'(y) devienl infinie, e'est-a-dire pour y = y 0 
on pour y = y 4 ; 

2° Quand p s’annule, o’esl-a-dire pour y = ± -i. 

Si 'J< n’est pas egal ii y 0 ou ±y,, ccs deux circonstances 
ne se produiront pas a la I'ois ; rdemeut correspondant a 
y ~ y 0 , ou y = y,, sera inlini d’ordre ^ (ou d’ordre si 
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If- contact tin petit ct-rcle avec le contour est d’ordre <>. 
Vide § 153, in fine ) ; I'clemcnt correspondnnl it y = ± -!/ sera 

infiiii tl’ordrc ^ \ Fit\ieijralc restcra dmc finie. Ainsi ~ eat 
finie saitfpoitr im nomlrc fini ilc points stiif/uliers : 

•i' = =*= T«> *Vi 

158. Qii’ai’nvc-t-il eii ecs’ points singnliers? Pour nous on 
rewire comple, jo me coiileiitcrai d'mi aperru ; supposons 
quo ■{( soit tr6s voisin tie y 0 par exeinplo. el Faisons: 

^ — Yo + ?/. 7=70 + ®' 

noire integrale prendra la forme: 



dx. i~) 


0 iHaiil .une fonclion do ce et y qui no s'aimule pas pour 
as — y — o. 

Posons alors : 

*» — yg 

il viendra : 



oe qui nous niontre quo l'integrale devienl infinic d’ordre : 


Dans le cas parlieulicr on n — 1, le ealcul precedent 


■ 1 
? 
t 

•I 
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serai I on deCaul; on vcrrail quo l'iulegralo admcl tin infini 
logarillnniquc. 

En resume, pent dcvcnir infinic, innis d'ordre loujours 
< 1 ^el memo < II on r&sultc quo los intdgralcs: 


/I’ 


(W | „ 

* H 


/ 1 w I <'i 


157. On pout so deinandcr mniutenant si pour los valours 
non sing "Hires do •{>, los fonolions ^ el, par consequent, \V 

salisfont aux conditions do Dirichlet. 

11 faut, d’abord, preciscr co quo j’enlends par la quand il 
s'agit d’uno fonction imaginairo ; je veux dire quo la parlio 
reelle cl la parlio imaginairo y salisfont separement. 

Cola pose, considcroris 1’integralo: 


v Yo 


Si ^ esl compris entro Yo Yo j e parlagerai en deux, 
cl je considererai I’unc des deux integrates : 




r 


par cxeinple la premiere. 

F' (y) elanl finie, sauf aux limiles, sa parlio reelle et sa par- 
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tie imeginaire pnarronj, l’mic ct l'anlre; etre regardcos 
commc la difference ilo deux fonctions positives de y. 
IVautrc part, la parlio reelle ct la parlie imaginaircde: 


i» 



qui sonl des fonctions dc y el tie pourroat etre l'wne et 
l'anlre rcgardecs com mo la difference de deux fonclioiis 
negatives cl decroissantes, par rapport a *|»,et qui sontfinies 
sauf pour y = •}. ; si y — ■} est iin infinimenl petit du 

premier ordre, elles sont infinics d’ordre ^ 

11 cn icsulto quo J sera une sonime d’integrales de la 
forme suivante : 

j ■■ / AIWt 

oil A est line fonction de y positive, ct 11 une fonelion de y et 
do ^ negative el decioissantc, une sonime dc pareilles inte- 
grales, dis-je, affecleesde l’un des factcurs: 

-f- I , — 1 ■. -f i on — * 

L'inldgrale,? sera une fonction decroissonte de ■{», quo la 
liinite supbricure soil fixe ou cpi’clle soit egale a 

I/integralo J sera une somme de fonctions satisfaisantaux 
conditions de Dirichlet. » 

Elle y satisfer.i done elle-meme, et il on sera de memo 

par consequent de ~ et de \V. 

c. q. v. n. 

158. Eii resume, la fonction AV est finie et salisfail aux 
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conditions dc Dirioldct, sanf on un nomine fini do points 
singulicrs ; do pins, 1’inlegrale: 

fl W I 

osl linie. 

Nous avoris vu, au § -ii , quo cos conditions suffisent pour quo 
Cette function soil deyoloppahlc on serie de Fourier, laquello 
sorie, d'apres lo § HI), 11 c conlient que des puissances posi- 
tives do c'r^. 

Co developpoment est valaldc pour tonics les valours 
lycllcs do <}< ; on y faisant == o, on troiive, coinme nous 
Favons (lit au §146, le dovoloppemenl do Laplace dont la 
legit unite est ainsi olablie. 


GH A PITRE XVII 


UKFROIDlSSEMJiNT DE LA SPHERE 
ET l)U CYMNDHE 
I'ONGTIONS HAKMONIQUES 


159. Coniine il iVy a quo (2 li 1) foactions splieriques 

independantcs d'ordrc it, nous pouvons supposer quo Ton 
nil clioisi 2n -{- I do cesfonolions quo nous appellerons 
fonclions splieriques fondauicntales, el l’on pourra enonccr 
le tlicorcmc du chapilre precedent do In faeon suivante: 

Une fonction quelconque de 0 el a peut ulre representec 
par unc serie dont les termes sonldes multiples defonctions 
splieriques fondamentalcs. 

Si on considfsre mainlenanl une fonction arbitraire de r, 
0 et <p, elle pourra etro mise sous la forme: 

V = ]J»(r).X ■ 

les X representant des fonclions fondamenlalcs. 

160. Nous allons nppliquer ccs jcsultats au probleine du 
refroidissement de la splifcro de rayon 1. 
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On sait .quo le probl&mc cst ramenc a la recherche ilo 
fonctions U, tellcs que Ton ait a 1’interieur: 

(1) AU + /(U = o 
et pour >• = I : 

(2) £ + *U = o. 

Supposons que U soil devcloppee en unc seric do la 
forme : 

U =2 •}(>■). X 

les X reprosentant des fonclions splieriques fondamen- 
lales. 
l’osons : 

■K>-) = ?M 

On aura : 

u = S 11 

les n represenlant des polyndmes splieriques fondamen- 
tnux; 

161. Nous allons chcreher les conditions auxquclles 
doivent satisfaire les fonctions f. 

On a : 


Or : 


dx* 


2[S»+*££+t 


tPn i 

dec*] 


dzf tfy as 

dx dr r 


I'ONCriONS 1IAHMONIQIJKS 


Done on peut d<rire : 


</*u _ v | 2 th <m , rf»nn 

<t* — it Life’ + >-5r“'' ( fe + 

el, cn roinarqiiant quo, coinmc II esl un polynomo homogenc 
d’ordre >i, on a : 


rfn . dn . f/n 
■S+'i + 'fe-'" 




*t=S+'S 

Done : 

‘U = Snr* + *i! L +*if| 

i-i |or- r dr J 

Done l’equation (i) devient: 

2"[3+*^£+*»]^ 

Par suite, il faudra quo chaciinc des fonctions ® satisfasse 
i l’equation differenticlle : 

Voyons mainlonanl ce que devient la condition a lalimile : 

(2) ® + *U = 0. 
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On a : 

u = E ?!'•) ’'" x 

Done requatidn (2) domic : 

■£+(*■+ > 0 ? = “ 

pour r = l. 

162. II faul quo, pour »• = o, la fonclion ©(»•). II resto 
linie. La theoriedes equations liueaires nous apprend qu’une 
equation dll second ordre ad met toujours unp et, en general, 
deux integrates parliculidresdcvcloppablcs, suivant les puis- 
sances croissanles (positives ou negatives, entieres ou non 
entieres) de »\ 

Soit done': 

?( r ) = + A,;-?-* -j- A a r? +2 + 

En subsiilnanl dans l’equation diflerentielle, on a, en iden- 
tiliant it zero le premier terme : 

p {p — 1) + (2« + 2) p = o 

C’est ce quo l'on appelle Y equation determinant , paree 
qu’elle determine l’exposant c du terme de degre lo inoins 
dleve. 

Les racines sont : 

p = o 

P = - (*» 4- I). 
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Colto derniere racine rondrail ^ (>•}. fl infinie pour r = u. 
Soient : s- 0 et ? , les solutions de Tequation diffc- •ontiolle 
eoiTcspondant rospeclivement aux deux racines de l'equa- 
tion determinant : 

p.= 0, ? =:-(2«+l), 

la solution gdnerale sera : 



muis,pour qu'elle rosto tinie pour 7 * = o, il faut quo Ton ait : 

. a t = o. 

163. Les fonctions ? (»•) qui figurent dans le dcveloppe- 
menl de U.sont des fonctions de n el de k; la condition : 

?+{« + '<)?=» 

pour >* = d, donncra done unc relation entre n el k. A 
eliacune des fonctions U, <|ue nous avons definics dans le 
problemc du refroidissement d’un corps quelconque, cor- 
respond line valeur bien ddlerminee do k ; cl, d’apres ce qui 
precede, on no pourra, en general, trouver qu'un nombre 
lini de valours de n correspondant ii cettc valeur de k ; la 
fonclion U se reduira alors ii un nombre fini de lermes : 
cbacun de ces termes satisfera d’ailleurs aux conditions 
imposees aux fonctions U. En resume, on voit que les fonc- 
tions U relatives a la sphere sont des combinaisons de 
termes de la forme <pll. 

Si, pour chaque valeur de », nous considcrons 2n + 1 
polynomes fondamenlaux, si nous leur associons les fonc- 
tions o correspondant a cettc valeur de n et ii des valeurs 
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convenablcs do h : 

• ..... Is,, 

nous formcrons ainsi dcs fond ions: 

*,H. ?i n 

quo nous appellcrons fonctions U fondamcntalcs. Toiitcs lcs 
autres fonctions U scront des combinaisons lineaires do 
cellcs-la. 

164. 11 l'cslc maintcnanl a resoudro la question suivanto : 
Ktant donnccune function arbilrnire V do »*, 6 et f, peul-on 
la ddv.elopp.er suivant les fonctions U relatives a la sphere? 

Nous commenceroiis par duvcloppcr Venserie, procedaul 
suivant les polynomes spheriques fondamenlaux, soil : 

Considerons I'un quclconque dcs termes do ce developpe- 
inent : 

" (■•)•» 

II est uii polynumc fondainental. 

Unvisagcons, parmi les fonctions U relatives a la sphere, 
colics qui contiennunt cn fuctcurlc polymhne II. 

Soicnt : 

*.». fill 

ces fonctions. 

Tout revient u deauntrer quo 0(r) e3l developpublo sui- 
vant les fonctions <p a ... 

165. Hemurquons, d’ubord, que les fonctions <p a ,... 
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rcslcnt (inics pour *• = o. On peul se demander s’il en est de 
mcme pour 0 (»•}. 

Nous allons fairc voir qu’il en est bicn ainsi, dans lo cas 
ou V est une fonction analytique. au voisinago de l’origine. 

I5n elTet, on pourra eonsidercr alors V commc representee 
par une serie procedant suivant des polynumes homogenes 
d'ordres successifs : 

0. i, 2, a, ..... 

Soil P„ un de ces polynumes. 

Jo dis qu’on peut le meltre sous la forme : 

P, = II, , + r 2 n„_* -f- + ..... 

n„, n„_. 2l n„_* 

etant des polynumes spheriques d’ordres : 

", !*‘ - 2). [» -1) 

lin elTet, le iiombrc des coefficients arbitrages de P„ est: 

(«+!)(» + 2 ) . 

2 

Cheque polynome sphorique d’ordre p est une fonction 
lineairc et homogene dc Ip -f- 1 polynumes determines ; 
done le nombre de coefficients nrbitraires contenus dans 
le second membra est : 

(3» +i]+ <2» - a) + -i)+ = (■■■+ i y"+a . 

Ce nombre est egal nu precedent ; done le dcveloppemenl 
de I’" est possible. 
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En porlant ces expressions de P„ dans V, celte fonclion 
se trouvera mise sous la forme : 

v = 2 Ml, 

les 0 reslant finis pour r = o. 

166. Refroidissement du cylindre. — Nous reviendrons 
sur la question au chapilre suivant; mais, d'abord, nous 
allons nous occuper du refroidissement du cylindre, qui 
conduit a des equations de memo forme que pour la sphere. 

Considcrons le cylindre de rayon i el limile par les deux 
plans : 

Nous nous servirons des coordonnces semi-polaires r, <o 
el z. 

Chcrclionss'il existo des fonclions U de la forme : 

u = z\v 

Z dtant fonclion de z seulement, et \X fonclion de r et co. 

1 /equal ion: 

(!) AU-f/fUrrO 

se transforme facilemenl en remarquant que l'on a : 

el I’qn a 
ou bicn : 


AU = ZAW + AVAZ 
ZAW -f WAZ -H aZW = o 
AW AZ . . 

—W -T + k 
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Lc premier membrc ne depend que de r et.co ; le second, 
quo dc z ; il faut done que l'on ait : 


AW 

W 


A/ 

Z 


+ f= 


K 


ce qui donne, cn posant : 

k — k’ = li" 


les deux equations : 

(3) AW + h'W = o 

(4) AZ-j-FZr= 0 

Considerons maintenant l'equation ii la surface : 

I fs + * u = ° 

Pour r — 1, elle devienl: 


(5) 


— + 
r/r ^ 


AW — o 


£+“ = ° 

Pour z — — a : 

dZ . ... 

-<7J + ,l/ - = 0 

187. On voil que la fonelion Z esl nssujellic aux 
monies conditions quo cello que l'on a consideree dans le 
parallelipipede rectangle. 

On hura done : 
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I* etant racine de l’equalion transcendante : 

tg [/.ft — Aja 

ou bien : 

Z = cos y.z 

I* etant racine de: 

cotgjrrt = 13 jj. 

A et B etant certaines coustantes. 

168. Cherchons maintenant s’il existe des fonctions W 
de la forme : 

W = ©(»’)■ r " COS Ml) 
ou : 

W — ?(>’)• sin mw. 

Remarquons que r n cosnw et »•“ sintiw sont des polyndmes 
splieriques d’ordre m, car ce sont les parties reelle et ima- 
ginaire de la fonction analytique (a + iy) 

On peut done ecrire : 

W = O. II 




2m -f 1 


c h 

dr 
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et, par suite, 1’equalion (3) nous donne: 
cP? , 2n + l do 


dr 


i+= 


dr 


+ h 'n = o 


Voyons maintenant ce que nous donne l’equation h la 
surface : 

d\V . .... 

— + h \\ =0 


pour r = 1. 

Prenons, par excmple, pour fixer Ies idecs : 
W = or" cos Jio> 

On aura : 


d\\ do n 

cos, ““ + "? 1 cos,l “ 

ce qui donne : 

P) f + ("+''}? = ° 

pour j* == 1. 

On verrait comme precedemment que o doit roster finie 
pourr=:o. 

169. Ainsi, dans le cas du cylindre, il y a une infinite de 
fonctions U qui sont des produitsde trois facteurs : 


et: 


Z 

r n coswu ou »•" silinw 


11 s’agit de savoir si l’on a bien ainsi toutes les fonctions 
l) necessaires pour la solution du problenic. 
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Pour le demontrer, il faut cherclier a developper une fone- 
lion quelconque eu seric procedant suivant ces fonctions U. 
Considerons done une fonclion avbitraire : 

V >•, *) 

Regardons, d'abord, r et s conime constants ; Vpourra sc 
developper par la seric do. Fourier : 

V =2 A„ cosnw -f- ^ B„ sin no 

LesA„ et les H„ sont des fonctions de »• et'*'. . 

Regardons r coniine constant, el faisons varier z de — a 
a a. 

On sail (cf. § 120) quo, dans ccs conditions, une fonclion 
quelconque de z pent dire ddveloppdc cn serie suivant les 
fonctions Z. 

On aura done: 

A. = 2*Z 

les a olios fJ etanl fonctions de r seulement. 

On poiirra poser : 



el, si Ton peut developper a' et fi' suivant les fonctions f cor- 
respondaut a la valuur «, on aura cITcctuu la decomposition 
dcV suivant les functions l). 



CHAPITRE XVIII 


S PI IK RE EX CY LIND RE 
POSSIBILITY DU DEVELOPPEMENT 


170. En resume, le problimo (lit rofroidissemenl dc la 
sphere et cclui du refroidissement du cylindre se ramenenl 
lous deux an dcvcloppemenl d’unc fonclion arbitraire de r 
definic entre 0 et I, en une sdrie procedant suivanl les 
fonelions y satisfaisant aux conditions quo nous avons dd- 
lerminees pour chacun de cos deux problemes. 

Elies doivent d'abord satisfairc u une equation diffdren- 
tielle qui a la meme forme dans les deux problemes. 

Nous allons done fairc 1’eludc de 1’uquation difTereulielle : 

+ = «. 

En posant: 


et en prenant pour nouvelle variable : 
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on esl ramene a 1’oludo do l’dquation differentiello (1) : 


d*? . 2a + 1 do . 

-r-i, 4 1 r 1 - 4- O := O 

dx- x dx ' 


qui ne rcnfenne qii’un soul paramfelrc qui doit elre 
cnlicr dans le cns du cylindrc et egal ii la moitie d'un entier 
impair dans le cas do la sphere. 


171. 6tude de liquation diffdrentielle. — Cher- 
chons d'abord s’il exisle des series procedanl suivant 
les puissances eroissantes dea; salisfaisant a celle equation. 
On voit aisemcnt que ces series devront elre dc la forme : 


= y 


et l’on trouvc facilcment la loi de recurrence des quanli- 


Ap +4 (2? 4- 2) (2/5 H- 1)+ Ap+i (2» + 1) (2jl '+ 2) + Ap = o. 
D’oti l’on lire : 

v _ _ Ap L 

— 2 s (j + )) (H- 11 + '! 

Si p esl la plus pelilc vnlcur de p dans le ddvcloppomcnl, 
on devra avoir : 

A f _, — o, Ap o. 
ce qui nc peul avoir lieu que pour les valours: 

p — 0 Oil p = — H. 


Source gallica.bnf.fr / Bib I iotheqi 


de France 


I3TUDE DE l’eQUATION DIFFERENTIELLE 301 

Prcnons d’aljord la solution qui correspond k : 

? = o. 

On pourra prendre dans ce cas : 

. _ (- 1 ) 1 * 

w.r [? + i) i’(fi + » + <)' 

On aura aiiisi la fonclion : 

■ ([) + » + 1) 

C’est uno fonclion holomorphe dans tout le plan ; cc sera 
la fonction <z proprement dite. 

172. L’equation, (Slant du second ordre, admet une autre 
integrate independante de celle-lii. C’est cello qui correspond 
en general au cas de : 


On pout la mettre sous la forme : 


. — Zj l’(- n + A+ I) l\(X + i] 


Xclant un entier prenant toutes les valcurs positives ; mais 
cello seric n’a de sens que dans lc cas oft n n’est pas entier. 

La fonction -i est, conime on le voil, lc produit de 
.v par une fonclion cnticrc. Lorsquc a est entier, la 
■fonne (loanee ci-dossus pour }/ devient illusoiro. Nous aliens 
clierclier quelle est alors la forme de l’inlegrulc •]>. 

Considerons deux integrates quelconqncs cl •!/ de re- 
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qualion (i) ; elles satisfont a une relation diflerentielle du 
premier ordre ; on a : 


„ , 2» + I , , 

? +- — ? +9 = 0 


Multiplions la premiere equation par — la seconde par &, 
et ajoutons ; il vient : 

w-i - ?'« + (*» - = o. 

D’ou l’on dcduit : 

•J/o — o'rj* = €!»-(*» + «). 

Nous supposerons quo Ton clioisit <{/ de telle sorle que C 
soil egal a 1’unile. 

On aura done: 


Hemarquons que la solution generate dc cetle equation 
sera : 

•S' + 

k etant une constant? arbitruirc. 

Oivisons par f 2 les deux membres. On a, en integrant : 



^ etant line fonelion enliere qui ne s’annule pas pour a = o. 
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On pourra devclopper la fonction sous le signc J en serie 
de la forme : 

-shr+ + B+-c + d»+ 

On voit qu’en integrant on trouve : 

^ = 13 log a? -J- (a;). 

Ainsi done, l’inlegrale se met, dans le cas de n entier, 
sous la forme : 

? log,i- + G(«j.a>- s ", 

G (n) elant une fonction entiere, et y elant la premiere 
integrate de l’equation (1). 

173. Remarquons que, d'aprds la definition de la fonction 
J„ de Bessel : 



174. lleprenons maintenant l'equation dilferenticlle sous 
la forme : 

A ’? ,/ +* ( 2,i + !)?' + = °» 

et clierclions u l’integrer par la mstliode de Laplace. 

Bosons pour cela : 


o = J'e Utfe, 
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U etant une fonction de z a determiner ainsi que le cliemin 

d'inlcgration. 

On aura : 

<p' =J ize fzx U dz, 

9" = j * — - z V=* U dz ; 
l’cquation different idle donno done : 

J' e lzx \] [a; {1 — z 2 ) -f- (2n. -f- 1) is] dz — 0 . 

Nous allons clioisir U dc telle sortc quo 1’on ait: 

[x (1 — ■ * ! ) + 2» + t] 1*1 = jj (e'“V), 

V etant une cerlainc fonction de z. On aura : 
g; = o'" (\" + toV). 

tin identitiant, on a : 

U (l — z 2 ) = iV, 

U (2»+ 1) IZ = Y'. 

D’01'1 : 

V' (2.i + t)fz 

iV i — z a 

et en integrant: 

V = 7 (1 — *’) "'*• 

A etant une constanto arbitraire, el par suite: 

U = A(i - 
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on a done : 

5 = A J e l: * (1 — z 2 ) " dz. 

Pour que ce soit une solution de l'cquation ditftrentielle, 
il suffit de prendre le cliemin d’inlegration de telle sorte que 
l’expression e ,zx V s’aunule aux liniites. 

Or, V s’annulepour — I et -J- 1. On pourra done prendre : 

^ = aJ* c' zx (i — z 2 dz. 

Comme cotte integralc esl une fonclion enlidre, ellc coin- 
cide avee la fonclion o, quo nous avons drijit definic plus 
haut (au facteur A prds). Pour que ces deux integrates soient 
identities, il faul prendre : 



175. Il s'agit maintenant d’avoir la secoude integralc. 
Ueinarquonsqucrcxpoiienlicllec'' x s’ftnmilepours=:-|- co , 
lorsquclaparliciinaginairedca; est positive, et pour z = — sc, 
lorsque la parlie imaginairo de x est negative. 

On prendra done dans lc premier cas : 

= 13 U dz 

et, dans lc second cas: 

= C I e f :r U dz 


Nous up|M}llorons •{>, la premiere integralc, et^ a la seconde. 
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176. Valeurs asymptotiques. — Nous nllons cherclicr 
les valours asymptotiques <les functions 9, i*/ a , <J> a . 
Occupons-nous d’abord de la fonclion 9. 

C’esl une fonclion de la forme : 

/»'••' A*) * 

/■(s) etant developpable en seric an voisinagc des points 
a et b. 

Nous nvons eludie des fonctions de cette forme dans la 
tlieorie des valeurs asymptotiques, et nous avons vu qu’en 
supposant, par excmple, la parlieimaginaire do® positive, si 
Ton a : 

A*) = A(» — «)■'+••• 

la valeur asymplotique de 1'integrale sera: 

AI’(X + 1) e' U "' 


Appliquons cette formule au cas present ; on a : 
a = — 1 

m = a 

et, par suite: 



..-1 

A = 2 2 
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I .a valour asyinptoliqm; de f(x) ost done dans ee cas: 



on posanl : 

* = x - (» + 1 ) 1 


On verrait de memo quo, si la partio imuginaire do x est- 
nugalive, ^ a pour valour asymptotique : 



Dans le cas oil x ost reel, il n’y a pas de valour usymplo- 
lique proprement dile; mais on verrait, en raisonnant conimc 
on l’a fait pour la fonclion J 0 de Bessel (cf. § 109), quo : 



el on pent dire, en etendant, comme nous l’avons dejafait, !o 
sons du mot valour asymptotique, quo l’on a : 



177. Occupons-nous maintenant des valcurs asympto- 
tiques de et ^a- 

Supposons la partio imaginairc do x positive, et conside- 



f 

j 
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rons alors ; d’aprcs ce quo Ton a vu dans la llieorie des 
valours asymploliques, la valour asyinptotiquo do cello fonc- 
lion sera do la forme : 

Issci e'y 

D'ofi l'on deduil nisemenl quo Ton aura : 

Commc l'on a d’ailleurs : 

o rv> — isp 

on on deduil : 

•fa? ~ 


Nous supposons d’ailleurs quo la conslanto B qui figure 
dans 'tj ail ele clioisie de lellesorte quo l’on ait: 


On aura done : 


’t'a? “ S’fa — x *u i-t 


, 1 1 




i» 2n+l 2 if 


(2®)" + s 

Onverrait dememe que, lorsquela partic imaginaire de x 
est negative, on a : 

, _ i \lr. c-‘>' 

•r-a r 

(2») , " i ' a 

178. Possibility du d6veloppement. — Soit mainte- 
nant une fonclion arbitraire V (r) definic entre 0 et 1, il 
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s’ngit do la developpcr en unc sdrio procedant suivant les 
fonclions <f qui satisfont ii liquation difforentiello : 

dr 9 1 r dr 1 ' r 

L'integrale qui convient au probteme est la fonction 
y (| ir) quo nous avons dcfinie prdcedeinmcnl : 

D’aprds la condition a la limitc pour r = I, p dovra etra 
unc racincdo (’equation transccndantc : 

w’ M + ”? (ri = ». 

cn posant : 

II rrr JJ h. 

Dans lo cas du cylindre n est entior, et dans le cas do la 
sphere n est do la forme m — L m dtant entier. 

179. Pour ciTectuer le developpement, nousallons, suivant 
la ntethode generate, chcrcher une fonction S satisfaisant k 
liquation diffcrentielle : 

n g+*±*f+w=v 

5 6tant une certaino constantc qui peut recevoir des valeura 
reelles ou imaginaircs. , 

S devra satisfaire, en outre, a la condition a la limits : 

(41 f + HS = o 

pour r = 1. 

Pour integrer ltequation, employons la ntethode do la varia- 
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lion tics conslantcs. L'inlcgrnlc tlo l'equation snns second 

membre esl: 

*? M) + W (>!)• 

Considdrons nininlonunt a cl S connno des fonctions do »•; 
dies dcvronl sntisfnirc nu\ conditions : 

* V + P’r' — 0 

*V + PT — T‘ 

D’ou Ton deduil, en tenant compte do l’equation (2): 

■f=-T(HPV' 

On a done : 

S = -i(K]/<K+f«/« 

on posanl : 

( m = V<f {ri)r n -"-V‘ di- 
dC = V4 (r;) r in + l \ a,, dt'. 

180. llreslend&crmincrlesliinitcsd'intcgralion, de facon 
qne S reste finic pour r = o, el que la condition (-1) soit veri- 
fies. 

La fonction (»■;) devenant infinie pour >• = o, il faudra 
que l'integrale: 

/"“ 

s’annule pour )• = o. 

La limite inferieure est done ndeessairement zero. 
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On pourra done eerirc : 

S = ? wfj/c + •} wfdll + -r (r<) It 

R etant line fonclion de ; independanle de r, qu'il s’ngit de 
determiner do manicrc ii satisfairc a 1'cquation (1). 

On a : 


= W (ri) fill'- + Sf (ril/rfB + W (-!) It 


tfC . . . . dB . 


•Les denx derniers termes se detruisent, et pour r = 1 on a : 


s ’ = if «)JrfB + !,'(&) It. 

I.a condition (4) domic done, on posanl: 

S f '(5) + Il f (S) = « 
Sffi) + "-KS = l >. 
lto + OfJ'dB = o. 


On a done pour S Pexpression definitive: 

IS) S = f wflic + * (rl) fd I! - ? (ri) 


181. Remarquons que l’equalion (2) ne deiinissait pas com- 
plctement mais la fonclion S n’en est pas moins parfaitc- 
ment determinee; car si, comnie le permet l’equation (2), on 
change en -}- Ajp, on voit que 0, devient 0, -f- AO, et d G 
devient dC -f- AdB; par suite S ne change pas. 
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182. 11 faut maintcnant voir quo S est une fonction mcro- 
morplie de 5. Plagons-nous d'abord dansleoas oil ti n’cst 
pas enticr. Jo viens do diro quo l'on pout, sans changer S et 
sans cesser do satisfaire a (2), choisir d'une infinite do ma- 
nicres la fonction ■}/. Mais, d'aprfis cc quo nous avons vu 
nous pouvons choisir^ de telle sorlcque la ronclion : 

\ {»*;) 

soit une fonction enttere de 5. 

On en ddduit aisement que les deux premiers termes de S 
sont des fonctions enli&res. Quant au troisieme terme, il 
devient infini pour les valours do 5 qui sont racines de 0, 
e’est-a-dire pour les qnantitds j* : il est ccpcndant une fonc- 
tion meromorpho de 5, car le facteur a oxposant fraction - 
naire 5'" entre au numcrateur et au denominateur, et dis- 
parait. 

Dans le cas ou n est entier, on a : 

i}/ (r$) = log 5? (>■$) + 5 _a ' > G 
G etant une fonction entiere par rapport a 5. 

Si l’on transporte celle valeur de ^dans l’expression de S, 
on voit que les seules singularites provienuent des termes 
qui contiennent log 5. 

Calculons le coefficient de log 5 dans S. Ce coefficient est: 
llrtfiflrt S” * 

■f (*-5) 5” 

et on voit qu’il est nul. 
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Done la fonclion S n’a pas d’autres singularites quo des 
poles. 


183. Clicrchons maintenanl la valour asymptotiquo do S, 
qnand ; eroit indefiniment dans un azinuit determine, en 
laissant de e6td les arguments 0 et tt. 

Si l'on suppose la partio imaginaire de \ positive, on clioi- 
sira pour >J/, parmi tonics les fonctions qui satisfont a l’equa- 
tion (2), l’oxprcssion que nous avons designee par *}/ s , et on 
aura d’aprfcs ce qu’on a vu : 




( 2 , 1 )"*. 


Rn substituant les valours asymptotiques dans les trois 
termes de S, on voil que les exposants caracteristiques sont 
respectivcment : 0, 0, 1 — r. 

Par suite, on pourra negliger le troisieme termedevant les 
deux premiers. 

Calculous alors la valeur asymptolique du premier terme; 
elle est : 


w J r (2i-5) > 


Cette expression se reduit a : 


On verrait de memo que la valeur asymptotiquo du 
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second lerme esl : 

_V. 

on" 

11 cn resulto quo l'on a : 

S 

Lorsque la parlie imaginairc do ; est negative, on em- 
ployanl la fonctiun *{< a au lieu do >p a , on trouve pour S la 
mdme valour asymptolique. 

184. Prcnons maintenanl l’inldgrale: 

/«* 

le long de corcles choisis do idle sorte qu’ils ne passenl par 
aucun des points ;x. 

On aura a la limitc : 

/®'« = 2feV - 


ISn dgalant cette expression au produit de 2fcr par la 
somnie des residus, on oblient lo developpement : 

v = V - » M (■•!*) V * 

V se trouve ainsi developpe suivant les fonctions <p. 

La possibility du developpement clait lc seul point qu’il 
nous reslAt ii elablir pour acliever la solution de la question 
qui nous occupe. 

Les deux problemes du refroidissement de la sphere ct du 
cylindre peuvent done etre regardes comine eiUidremeut 
resolus. 


(?/' 
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